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Rozwigzanie zadania M 1323.
Podzielmy nasze 100 monet na trzy
rozlaczne podzbiory A, B i C, majace
odpowiednio 33, 33 i 34 elementy.
Najpierw wazymy zbiory A i B. Jesli
jeden, powiedzmy A, jest cigzszy,

to wiemy, ze zawiera co najwyzej

jedna falszywag monete. Wybieramy
wtedy z A dwie monety i wazymy je.
Wiadomo, ze ta, ktéra nie jest lzejsza,
jest prawdziwa. Jesli jednak A i B maja
te sama mase, to mamy trzy przypadki:
(a) A i B nie zawieraja falszywej
monety, (b) A i B zawieraja po jednej
falszywej monecie, (c) A i B zawieraja
po dwie falszywe monety. Wybieramy
dowolng monete z € A i wazymy zbiory
B U {z} i C. Jedli majg réwne masy,

to musial zaj$¢ przypadek (b), wiec
kazda moneta z A\ {z} jest prawdziwa.
Jesli B U {x} jest ciezszy, to nie mégt
zaj$é przypadek (c), wigc moneta x jest

prawdziwa. Wreszcie, jesli C jest cigzszy,

to mamy przypadek (c), wiec kazda
moneta z C jest prawdziwa.

A|B|C

(2)]0
(b) |1
()| 2

0|4
1]2
210

Tabelka pokazuje liczbe falszywych monet

w kazdym ze zbioréw w odpowiednim
przypadku.

Informatyczny kacik olimpijski (44): Neon

Tytulowe zadanie pojawilo sie na zesztorocznym Obozie Naukowo-Treningowym
im. A. Kreczmara: Neon sklada sie z dwéch stow. Na ile sposobow mozna zgasic¢
niektore litery w neonie, tak by litery, ktore pozostang zapalone, w obu stowach
uktadaly sie w ten sam niepusty podcigg? Ile réznych podciggow da sie w ten
sposob uzyskac? Na przyklad dla neonu supermarket stokrotka mozemy
uzyska¢ 17 réznych niepustych podciagéw (skt, sra, srk, srt i ich krotsze
podciagi) na 27 sposobéw (np. stk mozemy uzyskaé na 2 sposoby). Wynik
nalezy obliczy¢ modulo pewna liczba catkowita.

Zadanie rozwiazemy, uzywajac metody programowania dynamicznego. Niech
a[l..n] i b[1..m] beda stowami neonu. Bedziemy wypelniaé prostokatna tablice
wl[0..n,0..m]. Dla 0 < i < n, 0 < j < m oznaczmy przez wli, j] liczbe sposob6w,
na jakie mozemy zgasi¢ litery w stowach a[l. .i] oraz b[1..j], tak by pozostale
litery tworzyly ten sam (by¢ moze pusty) podciag. Odpowiedzia do pierwszej
czesei zadania jest, oczywiscie, w[n, m] — 1.

Jedli i =0 lub j =0 (tzn. gdy jedno ze stéw jest puste), to mozemy utworzyé
tylko pusty podciag, zatem w[i, j] = 1.

Zalézmy zatem, ze i,j > 0, i sp6jrzmy na ostatnie litery stéw a[l..7] i b[1..5].
Zal6zmy na poczatek, ze sa one réwne, tzn. afi] = b[j]. Rozwazmy cztery
przypadki w zaleznosci od tego, czy zostawiamy te litery zapalone,

czy tez nie. Jedli obie beda zapalone, to znaczy, ze uzyskane podciagi
powstaja z rozszerzenia jednego z podciagéw dla stéw a[l..i — 1]

i b[1..5 — 1] o dodatkows litere. To daje w[i — 1,5 — 1] mozliwosci.

Liczba mozliwych podciagéw w przypadku, gdy litera b[j] zostanie
zgaszona, wynosi w[i, j — 1]. Analogicznie liczba podciagéw, gdy litera ali]
zostanie zgaszona, wynosi w(i — 1, j]. Zauwazmy, ze te podciagi, ktére
wystapia w przypadku zgaszenia obu tych liter, uwzgledniliSmy juz

w wyniku, z tym ze policzyliémy je dwukrotnie, nalezy zatem odjaé ich
liczbe (jest ich w[i — 1, j — 1]). Ostatecznie dostajemy prosta zaleznosé
wli, 7] = wli, j — 1] + w[i — 1, 5.

Przypadek a[i] # b[j] jest troche latwiejszy:
nie mozemy naraz zapali¢ liter a[i] 1 b[j], zatem

Zajmiemy sie teraz druga czeScia zadania: obliczeniem
liczby réznych wspoélnych podciagéw. Na pierwszy rzut
oka moze si¢ wydawad, ze w tym przypadku bedziemy
musieli zastosowaé zupelnie inna strategie i potrzebna
bedzie jakas$ struktura danych, ktéra umozliwi nam
wytapywanie duplikatéw. Okazuje sie jednak, ze i ten
problem mozna rozwiaza¢ za pomoca zaskakujaco
prostej zaleznosci rekurencyjnej.

Niech p[i, j] oznacza liczbe réznych wspdlnych
podciagéw, ktore mozemy utworzyé w stlowach

al[l..i], b[1..7]. Dla i = 0 lub j = 0 mamy, oczywiscie,
pli, j] = 1. Znéw patrzymy na ostatnie litery sléw. Niech
ali] # b[j]. Okazuje sie, ze w tym przypadku mamy

po prostu p[lmﬂ = p[Za] - 1] +p[l - 13]] 7p[1 - 17.7 - 1]5
a rozumowanie jest analogiczne jak dla tablicy w.

Niech teraz a[i] = b[j]. Kazdy wspdlny podciag

stéw a[l..4] i b[1..j] nalezy do co najmniej jednego

z dwéch zbiorow: zbioru A tych réznych podciagdw,
ktére moga powstaé, gdy obie litery ali], b[j] sa
zapalone, oraz zbioru B tych réznych podciagéw,
ktore moga powstaé, gdy obie te litery sa zgaszone.
Zatem pli, j| = |A| + |B| — |AN B|. Zbiory A i B maja
po pli — 1,7 — 1] elementéw, pozostaje zatem obliczyé
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licznos$é ich czesei wspélnej A N B. Niech «(4)

oznacza najwieksza liczbe dodatnia mniejsza

niz i, dla ktorej a[a(i)] = ali]; analogicznie niech

B(j) bedzie najwigksza liczba 0 < (j) < j, dla

ktérej b[3(j)] = b[j]. Jesli choé jedna z tych liczb

nie istnieje, to |[A N B| = 0. W przeciwnym przypadku
mamy |[AN B| = pla(i) — 1, 5(j) — 1] i wéwczas

p[ivj] =2 'p[i -1,5- 1] —p[a(i) - 17ﬁ(]) - 1]
Pozostaje oszacowaé ztozonosé naszego algorytmu.
Tablice « i 8 mozemy obliczyé¢ w czasie O(n + m)

i takiej pamieci. Czas wypelniania tablic w i p to
O(nm), bezposrednia realizacja da tez taka zlozonosé
pamieciowa. Zauwazmy jednak, ze w przypadku
tablicy w mozemy zastosowaé standardowsq sztuczke:
jesli wypelniamy tablice wierszami, wystarczy trzymaé
w pamieci jedynie aktualny (i-ty) i ostatnio wypelniony
((i — 1)-szy) wiersz — nigdy bowiem nie odwolujemy
sie do komérek z wierszy o numerach mniejszych

niz ¢ — 1. Problem powstaje w przypadku tablicy p,

w ktérej korzystamy z wiersza o numerze a(i) — 1.

Tu jednak radzimy sobie nastepujaco: oprocz ostatnich
dwdéch wierszy trzymamy dodatkowo tablice ¢[1..n].
W przypadku, gdy a[i] = b[j], uaktualniamy ja

wedlug wzoru ¢[j] = p[i — 1,j — 1]. Dzieki temu mamy
pli,j]l =2-pli — 1,5 — 1] — ¢[B(j)]. Ostatecznie zlozonosé
pamieciowa algorytmu wyniesie O(n 4+ m).
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