Klub 44

Czoloéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
609 (WT = 1,20) i 610 (WT = 3,03)
z numeru 11/2010

Jerzy Cislo Wroctaw 44,58
Michal Kieza Warszawa 42,85
Barttomiej Dyda ‘Wroctaw 41,03

‘W Klubie 44 M twarz doskonale znana:
Jerzy Cisto — juz 6smy raz!

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadno$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspdélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Rozwigzania zadan z numeru 3/2011
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tres¢ zadan:

617. Znalezé wszystkie funkcje F', okreslone na zbiorze wszystkich liczb catkowitych dodatnich,
o warto$ciach rzeczywistych, spelniajace réwnanie F(3m + 2n) = F(m)F(n) dla kazdej pary liczb
catkowitych m,n > 1.

618. Punkt P lezy wewnatrz rownolegtoboku ABC D, przy czym $rodek odcinka AD jest jednakowo
odlegly od punktéw P i C, a $rodek odcinka C'D jest jednakowo odlegly od punktéw P i A. Punkt @
jest $rodkiem odcinka BP. Wykazaé, ze |XPAQ| = |XxPCQ)|.

617. Niech F bedzie jedng z szukanych funkcji. Oznaczmy wartosci
F(1),...,F(6) kolejno przez a, b, c,d, e, f; oznaczmy ponadto F(8) = h,

F(10) = j. Kladac w ré6wnaniu m = n = 1 oraz m = n = 2, dostajemy

1) j=1

Kazda czwérka (m,n;m/,n’), w ktérej 3m + 2n = 3m’ + 2n’, daje informacje

w postaci réwnosci F(m)F(n) = F(m')F(n').

Biorac czworki (3,2;1,5), (5,1;3,4), (3,1;1,4), (4,1;2,4), (3,3;1,6),
otrzymujemy w ten sposéb zwiazki

e=a?,

(2) be=ae=cd, ac=ad=>bd, *=af.
Natomiast czwérki (3,3;1,6), (6,1;4,4), (6,6;8,3), (2,10;8,1) daja zaleznosci
(3) E=af=d* f*=ch, bj=uah.

Jezeli a # 0, to z pierwszej réwnosci (1) oraz ze zwiazkéw (2) wnosimy
kolejno, ze e # 0; b,c,d # 0; b=d; c = d; a = b; c = ¢; f = ¢*/a. Tak wigc
a=b=c=d=e= f;skoro za$ e = a?, ta wspélna wartos¢ wynosi 1.

Jezeli natomiast a = 0, to korzystamy z zaleznosci (3) oraz (1) i tatwo
stwierdzamy, ze c=d= f=0;e=0; b= 0.

Zatem na zbiorze {1,2,3,4,5,6} funkcja F jest stala, o wartosci 1 lub 0.
Kazda liczba naturalna x > 6 daje sie zapisa¢ w postaci 3m + 2n dla pewnych
m,n < x. Przez oczywista indukcje uzyskujemy wniosek, ze F' jest funkcja
tozsamosciowo réwna 1 lub 0. Kazda z nich spelnia zadane réwnanie.

D 618. Oznaczmy srodki bokéw AB, BC', C'D, DA odpowiednio

A N
K
S M
P
Q
B L C

przez K, L, M, N. W my§l zalozenia, |M P| = |[M A|,

|NP| = |NC|. Niech S bedzie wspdélnym érodkiem przekatnych
AL i BN réwnolegtoboku ABLN. Odcinek SQ taczy srodki
dwéch bokéw tréjkata NBP, wiec

1 1
5Q1 = 5INP| = ZINC| = |SL| = |54]|

Zatem punkt @ lezy na okregu o $rednicy AL, wobec czego

kat AQL jest prosty. Analogicznie, kat CQK jest prosty. Stad

wynika, ze |XAQK| = |<CQL|.

Punkty K, Q@ sa srodkami dwoch bokéw trojkata ABP, wiec

KQ || AP. Analogicznie, LQ || CP. Stad, ostatecznie,
[<PAQ| = |<AQK| = |xCQL| = |<PCQ|.

22



Klub 44

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
510 (WT = 2,44) i 511 (WT = 1,60)
z numeru 1/2011

Jerzy Witkowski Radlin 39,05
Tomasz Rudny Poznan 35,20
Tomasz Wietecha Tarnéw 33,64
Andrzej Idzik Bolestawiec 32,85
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 30,78
Michal Kozlik Gliwice 19,00

Rozwigzanie zadania F 791.
Polaczenia wg schematu pokazanego

na rysunku ponizej pozwalaja otrzymac
kazda z trzech pozadanych mocy.

400 W 1200 W 800 W
O, O, O,
<Fe dre o

?

Rozwigzania zadan z numeru 3/2011
Redagugje Jerzy B. BROJAN

Przypominamy tres¢ zadan:

514. Jednorodny krazek (blok) moze si¢ obracaé¢ bez tarcia wokél poziomej osi, oznaczonej
na rysunku kropka. Drugi taki sam krazek jest polaczony z pierwszym nawinigta na nie nitka.
Z jakim przyspieszeniem spada dolny krazek?

515. Zbiornik zawierajacy n = 100 moli gazu doskonalego o temperaturze T7 = 400 K i pod
ci$nieniem p; = 2 - 10° Pa znajduje si¢ w otoczeniu powietrza atmosferycznego o temperaturze

To = 290 K i pod ci$nieniem pg = 1 - 10° Pa. Obliczy¢é maksymalna prace, ktéra moze wykonad
zesp6l gaz+otoczenie (zaréwno bezposrednio, jak za posrednictwem maszyn cieplnych). Cieplo
molowe gazu przy stalej objetodci jest réwne Cy = ZR

514. Oznaczmy sile napiecia nici przez N, promien krazkow przez r, a mase przez m.
Roéwnanie ruchu obrotowego ma dla kazdego z krazkéw jednakowa postac

1
Nr=le= §mr25,

gdzie I jest momentem bezwladnosci, a € — przyspieszeniem katowym, jednakowym
— jak widaé¢ — dla obu krazkéw. Iloczyn re jest przyspieszeniem pionowego odcinka
nici, a takze przyspieszeniem dolnego krazka wzgledem tego odcinka. Zatem
przyspieszenie a dolnego krazka wzgledem ukladu nieruchomego jest réwne
a = 2re.

Stad N = %mrs = ima. Po podstawieniu tego wyrazenia do réwnania ruchu
postepowego dolnego krazka

mg — N =ma
otrzymujemy rozwiazanie: a = % g.

515. Warunek maksymalnej pracy odpowiada doprowadzeniu gazu do
temperatury T} i ci$nienia py w procesie odwracalnym. Na przyklad, mozna najpierw
rozprezy¢ gaz adiabatycznie do temperatury 7Ty, a nastepnie dokonaé sprezenia lub
rozprezenia izotermicznego, aby osiagnaé cidnienie py. Pomijajac na razie prace
powietrza atmosferycznego, prace przy rozprezeniu adiabatycznym W4 znajdziemy
jako réznice poczatkowej i koficowej energii wewnetrznej:

Wad = TLCV(Tl — To).

Praca przy rozprezeniu izotermicznym jest natomiast réwna calce
/pdV =nRT /dV/V =nRTyIn(Vy/V'),

gdzie V' jest objetodcia gazu po rozprezeniu adiabatycznym, a Vj — objetoscig
koncowa. Z réwnania przemiany adiabatycznej w zmiennych V-T
VvTYO=Y = const  (gdzie v = C,/Cy, 1/(y — 1) = Cyv/R)

znajdujem;
jaujemy - Cv/R
V' =Vi| = .
' (To )
Po podstawieniu Vi = nRTy/p1, Vo = nRTy/po dochodzimy do wzoru na prace
przy rozprezeniu izotermicznym
VVizot = TLRTO ln(‘/b/V1> — TLCVTO hl(Tl /To)

Dla przyjetych danych wielkosé ta jest ujemna, bo V/ > V (mamy wiec
sprezenie izotermiczne, a nie rozprezenie). Od sumy W,q + Wi,y nalezy jeszcze
odjaé prace powietrza atmosferycznego

Watm = po(Vo — V1).
Ostatecznie

W = Wad + I/Vizot - Watm =

=nCy <T1 — Ty —Tpln Tl) +nRTyIn nlo nRTy +nRY2T, = 495 kJ.
To poTh D1

Ten sam wynik otrzymamy takze w innych procesach odwracalnych prowadzacych

do wyréwnania ci$nien i temperatur. Na przyklad, mozna by najpierw w przemianie

izochorycznej odwracalnie obnizy¢ temperature do Ty (tzn. zastosowaé doskonaly

silnik cieplny korzystajacy z gazu w zbiorniku jako grzejnika, a z otoczenia jako

chlodnicy), a nastepnie zastosowaé rozprezenie izotermiczne jak poprzednio.
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