Kilka stéw o wymiarze

Ideg teorii wymiaru jest przyporzadkowanie

przestrzeni X pewnej liczby calkowitej (wymiaru X)
tak, by bylo to zgodne z intuicyjnym znaczeniem

tego stowa. Dla uproszczenia skoncentrujemy sie na
podzbiorach przestrzeni Hilberta, ktéra zawiera, miedzy
innymi, przestrzenie euklidesowe wszystkich wymiaréw.

Oczywiste jest, ze zbior zlozony ze skonczenie wielu
punktéw ma wymiar 0, prosta euklidesowa R i odcinek
— wymiar 1, ptaszczyzna R? i koto — wymiar 2,

a przestrzen tréjwymiarowa R? i petna kula — wymiar 3.
Majac do czynienia z bardzo prostymi obiektami,
uznajemy, ze wymiar jest réwny odpowiednio 1, 2 lub 3
wtedy, gdy uda sie w nim umiesci¢ odcinek, dwa lub
trzy odcinki wzajemnie prostopadle. Zastanowmy

sie, jakie wlasnosci powinno mieé przyporzadkowanie
zbiorowi jego wymiaru. Wydaje sie przede wszystkim, ze
wymiar powinien by¢ niezmiennikiem topologicznym.
Jezeli pelny kwadrat ma wymiar 2, to wymiar 2
powinien mie¢ takze ten sam kwadrat po tym, jak

si¢ go powygina i porozciaga w réznych kierunkach.
Spodziewamy sie takze, ze wymiar przestrzeni

X = X7 U Xs, bedacej suma swoich domknietych
podzbioréw X7, Xo o wymiarach nie wigkszych

niz ustalona liczba n, takze nie moze by¢ wiekszy

od n. Wynika stad, ze wymiar zbioru nie moze by¢
mniejszy niz wymiary jego podzbioréw. Nie moze wiec
budzi¢ takze zadnych watpliwosci fakt, ze wymiar
wielo$cianu musi by¢ réwny najwiekszemu sposrod
wymiaréw wszystkich symplekséw (odcinkéw, tréjkatow,
czworoscianéw itd.), ktérych jest suma (jest suma
skoficzenie wielu).

W wielu sytuacjach pojawiaja sie jednak obiekty bardziej
ztozone. Figury moga np. by¢ tak skomplikowane, ze

nie beda zawieraé nie tylko zadnego odcinka, ale nawet
podzbioru homeomorficznego z odcinkiem, a powinnismy
wiedzie¢, w jaki sposéb stwierdzi¢, czy sa jedno-, dwu-,
trdj- czy wiecej wymiarowe.

W 1912 roku Henri Poincaré zaproponowal, by definicja
wymiaru miala charakter indukcyjny oraz odwolywala
sie¢ do wlasno$ci rozcinania figury. Punktem wyjscia jego
rozwazan byla obserwacja, ze do rozcigcia prostej figury
trojwymiarowej na czedci potrzeba powierzchni, do
rozciecia figury wymiaru 2 potrzebne sa linie, a na to,
by podzieli¢ na czesci linie, potrzeba punktéw.

Precyzyjna indukcyjna definicje wymiaru sformutowali
niezaleznie Pawel Uryson (1922) i Karl Menger
(1923). Przyjeli oni, ze zbiér pusty jest jedynym
zbiorem o wymiarze réwnym —1. Jezeli n jest liczba
naturalng lub 0, to wymiar dim X jest nie wigkszy

niz n, gdy dla kazdego punktu = € X oraz kazdego
jego otoczenia U w X istnieje otwarte otoczenie V C U
tego punktu, ktérego ograniczenie Fr(V') ma wymiar
dim Fr(V) < n — 1. Jezeli dim X < n i nie jest prawda,
ze dim X < n — 1, to przyjmujemy, ze dim X = n.
Jezeli dim X #n dlan =—1,0,1,..., to méwimy, ze
wymiar X jest nieskonczony i piszemy dim X = oo.
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Konsekwencja tej definicji jest np. to, ze przestrzen
euklidesowa R"™ i kostka wymiaru n nie moga by¢
rozcinane przez zbiory o wymiarze mniejszym niz n — 1,
natomiast podzbiér R™ moze sam mie¢ wymiar n tylko
wtedy, gdy ma punkty wewnetrzne, czyli zawiera kule
otwarta przestrzeni euklidesowe;j.

Méwimy, ze zbiér L jest przegrodka miedzy roztacznymi
podzbiorami A i B zbioru X albo przegrodka
oddzielajaca A od B, jezeli X\ L=U UV, gdzie U1V
sg takimi roztacznymi otwartymi podzbiorami X,

ze A C U, BCV. Oznacza to w szczegdlnosci, iz

L jest domknietym podzbiorem X. Odcinek laczacy
srodki dwoch przeciwlegltych bokéw kwadratu jest
przegrédka oddzielajaca dwa pozostale boki. Zaden
podzbiér kwadratu, polozony w jego wnetrzu, nie moze,
oczywiscie, ich oddzielaé.

Wymiar przestrzeni mozna scharakteryzowac, uzywajac
pojecia przegrodek. Nierowno$é dim X < n zachodzi
mianowicie wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
roztacznych podzbioréw domknietych A i B istnieje
przegrodka L oddzielajaca A od B o wymiarze

dimL <n-—1.

Na plaszczyznie euklidesowej jest znacznie wiecej
miejsca niz na prostej i mniej niz w przestrzeni
trojwymiarowej. Uogodlniajac to, mozemy sie¢
spodziewad, ze w przestrzeni o wigkszym wymiarze
musi by¢ wiecej miejsca niz w przestrzeni o wymiarze
mniejszym. Jezeli X jest przestrzenia zwarta, to okazuje
sie, na przyklad, ze nieréwnosé dim X < n zachodzi
wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego pokrycia U
przestrzeni X zbiorami otwartymi mozna znalezé
drobniejsze pokrycie otwarte V, ktore daje sie rozlozy¢
na sume n + 1 rodzin Vo, V1, ..., V,, takich ze zbiory
nalezace do jednej ustalonej rodziny V; sa parami
roztaczne (i = 0,1,...,n). Mozna takze wykazaé, iz
nieréwno$é dim X < n jest réwnowazna temu, ze dla
kazdego skonczonego pokrycia otwartego przestrzeni X
mozna znalez¢ takie drobniejsze pokrycie skoficzone,
ze przeciecie kazdych n + 2 réznych zbioréw otwartych
nalezacych do niego jest zbiorem pustym.

Mozna sie zastanawiac¢, czy lepszym i blizszym intuicji
podejsciem do problemu sformutowania ogdlnej
definicji wymiaru nie bylaby redukcja naszego zadania
do badania wymiarow wieloscianéw coraz lepiej
aproksymujacych przestrzen, ktérej wymiar chcemy
okredli¢. Okazuje sie jednak, ze idac ta droga, otrzymuje
sie doktadnie to samo pojecie, co poprzednio. Zbidr
zwarty X ma w szczegdlnosci wymiar nie wiekszy niz n
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego € > 0 istnieje
przeksztalcenie f. w przestrzen o tej wlasnosci, ze
punkt x oraz jego obraz f.(x) sa oddalone o mniej
niz e, natomiast obraz calego f:(X) jest wieloScianem
wymiaru co najwyzej n.
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