Interpolacja fraktalna,
czyli dwukrotne falszerstwo na zamoéwienie

Irmina HERBURT™, Pawel RZAZEWSKI®

Pierwsze falszerstwo — interpolacja

Urzadzenie pomiarowe zmierzylo wartosci pewnej
wielkosci w czterech momentach (rys. 1). Wiemy wiec
bardzo niewiele o zaleznosci tej wielkosci od czasu.

Mimo to chcielibysmy odtworzy¢ brakujace punkty
wykresu, kierujac sie nastepujacymi informacjami:
e pomiedzy kazdymi dwoma kolejnymi punktami
dzieje sie tak duzo, jak pomiedzy pierwszym
i ostatnim, tzn. kawaltki wykresow pomiedzy kolejnymi
punktami sa takie, jak caly wykres po odpowiednim
,przeskalowaniu”,
e wykres funkcji jest linia ciagla.

Z wielu mozliwych funkcji, ktére spelniaja powyzsze
warunki, wybierzemy taka, ktéra da sie tatwo opisac.
Punkty z wykresu tej funkcji potraktujemy jako
uzupelnienie brakujacych danych. Bedzie to wiec
swiadome falszerstwo.

Taki sposéb uzupelniania danych nazywamy interpolacjg. Wedtug
Stownika wyrazéw obcych PWN jednym ze znaczen stowa
minterpolowac” jest zmieniac¢, fatszowac tekst za pomocy wstawek.
W matematyce jednak interpolacja to odtworzenie punktéw z danych,
wedlug ustalonej metody, z ktérych najprostsza jest interpolacja
liniowa — w niej brakujace punkty wykresu uzupelnia sig, laczac
kolejno dane punkty odcinkami (rys. 2).

Tutaj uzyjemy innej metody, ktéra pozwoli uzyskaé wykres
samopodobny, czyli bedacy fraktalem.

Konstrukcja interpolacji fraktalnej

1. Tworzymy tamana laczaca kolejne punkty
Ar(z1,51), A2(22,y2), A3(23,Y3), Aa(T4,Ya).
Otrzymujemy w ten sposob interpolacje kawatkami
liniowa K;.

2. Otrzymana lamana K, przeskalujemy (zwezimy
i $ci$niemy) i wstawimy pomiedzy punkty A; i A (rys. 3).

Podobnie tamana K; przeksztalcimy i wstawimy kolejno
pomiedzy punkty A, i As oraz Az i Ay.
Przeksztalcenie ,przeskalowania” mozna opisa¢, podajac wzor,
wedlug ktérego przeksztalcane s wspélrzedne punktéow plaszczyzny.
W naszym przypadku punkt o wspéirzednych (z,y) przejdzie na punkt
o wspoétrzednych (z’,y’) zgodnie z regula

' =ax+byte y =cxt+dy+f.
W przeksztalceniu fi, ktére odwzorowuje tamang Ky w tamang
taczaca punkty A; i Az, mamy

T2 — 1 Y2 — Y1 Y4 — Y1
a=———, b=0, d=0,5, c= —d- s
Tg — T T4 — 1 T4 — 1
Ty Tl — T2 T1 T4t Y1 — X1 Y2
e= , f= .
T4 — T1 T4 — X1

Wspoélczynnik d mozemy wybraé¢ dowolnie spomigdzy liczb
z przedziatu [0, 1). Od niego zalezy, jak bardzo ,postrzgpiona” jest
koncowa krzywa fraktalna.

Podobnymi wzorami opisujemy przeksztalcenia @2 i 3, ktére
ywstawiaja” tamana K7 odpowiednio pomiedzy punkty Az i As
oraz Az i Ay.
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3. W kazdym nastepnym kroku powtarzamy te same
czynnosci: krzywa otrzymana w kroku poprzednim
odwzorowujemy przeksztalceniem ¢, pomiedzy punkty
A i Ag, przeksztalceniem o pomiedzy punkty As i As
oraz przeksztalceniem g pomiedzy punkty As i Ay.

Im wiecej tych krokow wykonamy, tym doktadniejsze
przyblizenie granicznej krzywej fraktalnej dostaniemy.
W granicznej krzywej Ko kazdy kawalek pomiedzy
punktami A; oraz A;41, dlai =1, 2 lub 3, jest podobny
(afinicznie) do calosci, a cala krzywa jest suma swoich
trzech kopii: Koo = 01 (Koo) U 02(Koo) U @3(Koo).



Drugie falszerstwo
— narysowanie krzywej fraktalnej

Wszystkie obrazki krzywych fraktalnych powstaja po
wykonaniu tylko skonczonej liczby krokéw algorytmu, sg
to wiec tylko przyblizenia granicznego fraktalnego obiektu.

Do narysowania (w przyblizeniu) krzywej K., uzyjemy
tzw. algorytmu probabilistycznego. Tworzy on ciag
punktow coraz gesciej wypelniajacy wykres krzywej
(rys. 415).

Algorytm probabilistyczny to nastepujacy sposéb
postepowania.

Aby narysowaé zbiér samopodobny K, ktéry jest sumag
swoich kopii, tzn.

K=p1(K)Upa(K)U...Upn(K),
tworzymy ciag punktow pq, po, ... wypelniajacych
odpowiednio gesto zbiér K. Algorytm wybiera punkt
startowy p; 1 powtarza nastepujace operacje:

— losuje liczbe ze zbioru {1,2, ...,
przeksztalcenia),

— przeksztalca wylosowanym przeksztatceniem
poprzednio znaleziony punkt ciagu i tworzy w ten sposéb
nastepny punkt ciaggu.

n} (numer

Oto stosowna procedura.

n « liczba iteracji algorytmu

N « liczba punktow startowych

(x1,91),- .., (zn,yn) < punkty startowe,
uporzadkowane wzgledem pierwszej wspolrzedne;j

d = (di1,ds,...,dy) < parametr skali
A—ay—a1
Dla i« 2,..., N wykonaj

a; — Ty — Ti—1

e — IN - Ti—1 — X1 " T4

A
Yi —¥Yi—1 YN — U1

Cj — dl .

fi e IN " Yi-1 —T1 " Yi 7d”~TN’y1*‘731‘yN
L 7* A ' A
(X, Y) — (1‘1,?/1)',
Dlai« 1,...,n wykonaj

k « losowa liczba ze zbioru {2,..., N}
X' =ap-X+ep
Y,:Ck'X+dk~Y+fk
(X,Y) — (X', Y")

Dodaj punkt (X,Y) do wykresu

Platek Sniegu nie jest suma swoich kopii, ale
sklada sie z trzech kawaltkéw, z ktérych kazdy
jest juz suma swoich czterech kopii — kazda kopia
jest podobna do calego kawalka w podobienstwie
o skali 1/3.
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Opisz wzorami

te podobienstwa,

i zastosuj algorytm
probabilistyczny
do narysowania
ptatka éniegu.

100

80

60

40

20

Rys. 4. Krzywa fraktalna po 5000 iteracji algorytmu
probabilistycznego.
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Rys. 5. Krzywa fraktalna po 50000 iteracji algorytmu
probabilistycznego.

Trojkat Sierpinskiego jest suma swoich trzech kopii,
mozemy wiec zastosowa¢ do jego narysowania
algorytm probabilistyczny. Dla opisania

wzorami odpowiednich przeksztatcen umiescimy
wierzcholki trojkata w punktach o wspélrzednych

(0,0),(1,0), (5.1).

n « liczba iteracji algorytmu

/* Zdefiniujmy nastepujace */
/* przeksztalcenia punktu = = (z1,x2) */
Zdefiniuj

prllanm) = (5.5)

(1‘1+1 .1?2+1>
P kT S
2 472 2

X1 1.@2

~(5+2%)

xz — (0,0)

Dla i« 1,...,n wykonaj
k « losowa liczba ze zbioru {1,2,3}

z — pp(w)
| Dodaj punkt = do wykresu

w2((1,22))

w3((z1,22))
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