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Rys. 1. (a) Fraktalny dywan kwantowy
dla czastki w pudelku, jasniejszy

odcien oznacza wigkszg gestosé
prawdopodobienistwa; (b) i (c) cigcia
przestrzenne dywanu w t =01t =1;
(d) ciecie czasowe w « = 1. Rysunki
otrzymano, sktadajac 200 poczatkowych
sktadnikéw we wzorze (9).
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Fraktale kwantowe
Daniel WOJCIK *

W wyniku edukacji szkolnej mozna nabraé przekonania, ze Swiat pelen jest
gtadkich obiektow, dobrze opisywanych przez linie proste, ptaszczyzny, kota,
kule itd. Poprosiwszy kogo$ o narysowanie typowego wykresu funkcji, zwykle
otrzymamy wykres wielomianu lub zlozenia najbardziej znanych funkcji
gladkich. A jednak, $ciSle rzecz biorac, typowa funkcja nie jest nigdzie ciagta,
typowa funkcja ciagla nie jest nigdzie rézniczkowalna itd. Odkrycie to bylo
szokiem dla wielu matematykow, ktorzy jeszcze niewiele ponad sto lat temu
uwazali, ze wszystkie funkcje ciagle sa rézniczkowalne (opinie te do dzi$ podziela
wielu studentéw na egzaminach analizy matematycznej).

Podstawy analizy matematycznej uporzadkowano w drugiej potowie

XIX wieku i wtedy zaczeto odrézniaé funkcje rézniczkowalne od ciaglych.
Naturalnie pojawilo si¢ pytanie, czy istnieja ciagle funkcje, ktore nie sa
nigdzie rézniczkowalne. Pierwsza osoba, ktéra rozwazata ten problem, byt
prawdopodobnie Riemann. W 1861 r. postawil hipoteze, ze funkcja

1) )= 3 D)

jest ciagla, ale nierézniczkowalna, jednak nie byt w stanie tego udowodnic.
W 1872 r. Weierstrass podal inna funkcje, noszaca dzis jego nazwisko,

(2) W(z) = Z a” cos(b"xm),
n=0

i udowodnil, ze dla pewnych wartosci a i b nie jest ona rézniczkowalna dla
zadnego x. Kolejny krok wykonal Godfrey Hardy (1877-1947), ktéry udowodnil
nierézniczkowalnosé W(x) dla wszystkich wartosci a, b spelniajacych warunki
b>1>a>0,ab> 1. Dostarczyl on réwniez dowodu nierézniczkowalnosci
funkcji 7(z) dla dowolnego niewymiernego x. P67niej pokazano, ze r(x) jest
rozniczkowalna dla pewnych wymiernych wartosci x.

Hardy nie tylko wykazal nierézniczkowalnosé W(z), ale tez zmierzyt ja:
udowodnil mianowicie, ze

(3) sup{|f(z) — f(y)| : l& —y| < 0} ~ o7,
gdzie
_ In(1/a)
Inb
Korzystajac z tego wyniku, mozna wykazaé, ze wymiar pudetkowy (opisany
w artykule Krzysztofa Baranskiego) wykresu funkcji Weierstrassa W (z) wynosi

Ina Ina
b~ |Inb
Funkcje, ktorych wykresy maja niecatkowity wymiar pudetkowy, nazywamy
funkcjami fraktalnymi.

(4) Dy =2+

Czy jednak ma to cokolwiek wspodlnego z opisem zjawisk w rzeczywistosci?
Okazuje sie, ze funkcje fraktalne moga opisywaé stany kwantowe prostych
obiektéw, np. czastki w pudetku. Zanim to pokazemy, przypomnijmy
podstawowe zasady mechaniki kwantowej. W mechanice klasycznej zeby
opisa¢ stan uktadu, musimy podaé polozenia i predkosci wszystkich jego
elementéw sktadowych. Jezeli znamy wszystkie sity dzialajace w ukladzie,
mozemy wyznaczy¢ jego przyszly stan, korzystajac z praw Newtona, czyli
rozwiazujac réwnania ruchu. W mechanice kwantowej stan uktadu opisywany
jest przez zespolona funkcje falowa ¥(z,t), ktérej ewolucje opisuje réwnanie
Schrédingera. Kwadrat modutu funkcji falowej, p(z,t) = |¥(z,t)|?, jest gestoscia
prawdopodobienstwa zaobserwowania ukladu w danym punkcie z w chwili t.

Rozwazmy jeden z najprostszych modeli fizycznych: poruszajaca sie w jednym
wymiarze czastke o masie m w pudetku o nieskonczenie sztywnych $ciankach,
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Rys. 2. (a) Fraktalny dywan kwantowy

dla czastki w pudetku; (b) $rednia

predkosé; (c) i (d) cigcia przestrzenne
wt=01it=1; (e) i (f) ciecia czasowe

wz =11z = /8 Wykresy otrzymano,

skladajac pierwsze 20 skladnikéow we

wzorze (10) dla ¢ = 2, s = 3/2.

a wiec uklad mechaniczny z potencjalem V(z) = 0 dla € [0, 7], poza tym
V(x) = co. Wszystkie rozwiazania réwnania Schrodingera dla tego ukladu sa postaci

oo

(5) U(x,t) = Z an, sin(nx)e_mzt7
n=1

gdzie

T

(6) ap, = g/ dz sin(nz)¥(z,0).

m™Jo
W 1996 roku Michael Berry zauwazyl, ze jezeli w chwili ¢ = 0 wiemy o czastce
jedynie tyle, ze jest ona gdzie$ w pudetku, to woéwczas jej stan poczatkowy
mozemy opisaé funkcja falowa, ¥(x,0) = const wewnatrz pudelka oraz
¥(z,0) = 0 na zewnatrz. Wtedy gesto$é prawdopodobienstwa p(x,t) znalezienia
czastki w punkcie x dla ustalonego czasu ¢t > 0 jest prawie zawsze funkcja
fraktalna, ktérej wykres ma wymiar D, = D 4+ 1/2 > 1, gdzie D jest wymiarem
przestrzeni (u nas D = 1). Z kolei, jezeli ustalimy punkt x w przestrzeni, to
prawie zawsze wykres gestoéci prawdopodobienistwa w tym punkcie jest funkcja
fraktalna o wymiarze pudetkowym D, = 7/4.

W opisywanym przypadku funkcja falowa Berry’ego ma w chwili ¢t = 0 postac
1

3
0 dla z & (0, 7).

dla z € (0, ),

(7) PBerry (2,0) =

Z réwnania (6) otrzymujemy

Q/ﬂd . 1
Ap = — T SINNT—= =
™ Jo ﬁ

0, n = 2k,

4
S n=2k+1
/T " +

o0

4 . 2
WBerry(xv t) = kzo m sin((2k + 1)1‘)671(2k+1) t.
Dlaczego tak prosty stan poczatkowy staje sie fraktalem podczas liniowe;j
ewolucji zadanej rownaniem Schrodingera? W istocie stan poczatkowy jest
nieciggly na brzegu pudeltka, co jest przyczyna oméwionych wyzej fraktalnych
wlasnosci stanu ukladu. Zeby zlozyé funkcje stala na odcinku z funkeji
bazowych sin(nz), musimy wziaé¢ ich nieskonczenie wiele. Kiedy przyblizamy
funkcje falowa skonczona suma sinuséw, im blizej brzegéw, tym gorzej nam to
wychodzi. Jest to tak zwany efekt Gibbsa, znany z analizy Fouriera. Poniewaz
ewolucja kwantowa zmienia fazy kazdej funkcji sktadowej proporcjonalnie do
energii stanu, w kazdej chwili ¢ stan uktadu jest suma nieskonczonej liczby
oscylacji o praktycznie losowych fazach, co prowadzi do fraktala. Okazuje sie tez,
ze energia stanu opisanego funkcja Berry’ego jest nieskonczona.

Mozna tu zadaé kilka pytan. Czy nieciaglos¢ stanu poczatkowego jest koniecznym
warunkiem fraktalnosci? Czy moze raczej nieskoniczona energia? Czy wymiar
fraktalny funkcji falowej jest zdeterminowany wymiarem przestrzeni? Okazuje
sie, ze nieskonczona energia stanu jest konieczna, zeby stan byl | prawdziwym”
fraktalem: funkcja falowa musi mieé¢ sktadowe o dowolnie duzej energii (wysokiej
czestosel przestrzennej), zeby skalowanie wystepowalo w najmniejszych skalach,
a przy tym wagi sktadowych musza by¢ na tyle duze, zeby pochodna funkcji falowej
nie byla rézniczkowalna. Natomiast mozna znalez¢ fraktalne funkcje falowe wszedzie
ciagle o dowolnym dozwolonym wymiarze fraktalnym. (Jasne jest, ze wykres ciaglej
rzeczywistej funkcji musi mie¢ wymiar nie mniejszy niz wymiar prostej, czyli 1,

a nie moze by¢ wigkszy niz wymiar przestrzeni, w ktorej lezy, czyli 2.)

Przyktadowsa klase funkcji falowych o zadanym wymiarze otrzymamy, biorac
dla czastki w pudetku stan poczatkowy opisany funkcja Weierstrassa (2). Wéwczas

oo
(10) Uy (x,t) =N Z "2 sin(q”x)eiiqznt,

n=0

gdzie ¢ =2,3,..., s € (1,2), a N jest stala normalizacji.
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Funkcja (10) ma kilka ciekawych wlasnosci. Okazuje sie, ze jej cze$é rzeczywista
i urojona, a takze kwadrat jej modutu, czyli gestosé prawdopodobienstwa, sa
funkcjami fraktalnymi. Dla dowolnego ustalonego czasu t wykres przestrzennej
zaleznodci funkceji p(z,t) jest fraktalem o wymiarze D, = s. Dla prawie

kazdego ustalonego = € [0, 7] wykres funkeji p(z,t) jest fraktalem o wymiarze
Dy(z) =1+ s/2, ale dla gestego, dyskretnego zbioru punktéw x4, funkcja

p(x = xgq,t) jest gladka, a wiec Dy(xp) = 1. Wykres funkeji dwéch zmiennych
p(z,t) jest fraktalem o wymiarze Dy, = 2+ s/2.

Dwuwymiarowe wykresy gestosci prawdopodobienstwa P(z,t) nazywamy
fraktalnymi dywanami kwantowymi, w analogii do pojecia dywanéw kwantowych
uzywanego w przeszlodci. Na rysunku 2(a) pokazujemy typowy fraktalny dywan
kwantowy (jasniejsze obszary oznaczaja wigksza gestosé prawdopodobienistwa)
dla ¢ =2, s = 3/2 i jego ciecia w czasie i przestrzeni. Okresowo$é w czasie

z okresem 27 /3, ktéra widzimy na dywanie, wiaze sie ze struktura widma
czestodel wy, k= 3(4™ L+ +4m R m=1,...,00, k = 1,...,m, fraktalnej
gestosci prawdopodobienstwa p(x,t). W punktach x4 = kv /¢™ (k=0,1,...,¢™)
suma (10) ma tylko m skladnikéw, w zwiazku z czym funkcja P, (t) jest gladka
(D¢ = 1). Przyklad takiego zachowania pokazany jest na rysunku 2(f). Tak wiec
funkcja Dy (z) nie jest ciagla w zadnym punkcie = na przedziale [0, ).

Oczywiscie, zaden uklad nie moze mieé nieskoniczonej energii, co, miedzy innymi,
oznacza, ze nie ma w przyrodzie ,prawdziwych” fraktali, tak samo, jak nie ma
idealnych okregdw, prostych itd. W praktyce méwimy o fraktalach ,fizycznych”,
majac na mysli obiekty, ktére w pewnym zakresie skali wykazuja (statystyczne)
samopodobienstwo. Ciekawe, ze te fizyczne fraktale kwantowe, zdefiniowane
jako skonczone sumy skladnikéw w réwnaniu (10), zachowuja swéj charakter

w czasie. Podobne rozwigzania mozna skonstruowac dla catej klasy potencjatéw
wiazacych czastke wystarczajaco mocno (np. dla oscylatora harmonicznego).

Zadania Redaguje Tomasz TKOCZ
- M 1318. Znalez¢ wszystkie takie liczby pierwsze k, ze liczba 2% + k2 jest pierwsza.

Rozwiazanie na str. 24

M 1319. Dany jest trojkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzchotku B

¢ i boku BC' dtugoéci 1. Punkty L, M i N to odpowiednio srodki bokéw BC, C A
i AB (rys. 1). Wiedzac, ze proste BM i C'N sa prostopadle, obliczy¢ dlugosé
odcinka AL.

L M Rozwigzanie na str. 3

M 1320. Tréjkat réwnoboczny o boku diugosci 2011 podzielono na jednostkowe
trojkaty rownoboczne, analogicznie do rysunku 2. Ile jest $ciezek prowadzacych
B N A od tréjkata w gérnym rzedzie do srodkowego tréjkata w dolnym rzedzie, takich ze
kolejne trojkaty na Sciezce maja wspélny bok, a Sciezka nigdy nie wraca do géry

fys- 1 (z rzedu nizszego do wyzszego) ani nie przechodzi dwa razy przez zaden trdjkat?
Rozwiazanie na str. 2
Redaguje Ewa CZUCHRY
F 791. Kuchenka elektryczna przystosowana do napiecia 220 V jest wyposazona
w dwie spirale grzejne o oporach 60 i 120 €. Zaprojektowaé¢ schemat polaczen
pozwalajacych uzytkowa¢ kuchenke w trzech zakresach mocy: 400, 800 i 1200 W.
Rozwiazanie na str. 23

Rys. 2

F 792. Galwanometr o czutoéci 3 - 10~% A i zakresie 1,5 - 1072 A, wyposazony
w opornik wewnetrzny 60 €2, nalezy przeksztalci¢ w miernik uniwersalny
(amperomierz o zakresach 100 mA i 5 A oraz woltomierz 10 V, 100 V i 1000 V).
Zaproponowaé schemat polaczen i obliczyé¢ parametry niezbednych opornikow.
Rozwiazanie na str. 2
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