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. . Dos$wiadczenia my$lowe
Wycinanki
Zrébmy razem kilka do$wiadczen myslowych z uzyciem kwadratowej kartki papieru
i nozyczek. Doswiadczenia beda bardzo proste, ale ich wynik — wycinanki (bo céz
by innego) — beda calkiem zaskakujace.

1. Wycinanie. W pierwszym kroku doswiadczenia wytnijmy cokolwiek, np. lewa
gérng ¢wiartke kartki. To bylo proste, ale szybko dostrzegamy techniczny problem
polegajacy na tym, ze bedziemy musieli decydowaé, co wycia¢ w drugim kroku
wycinania, i w nastepnym, i w nastepnym. .. Dobrze byloby znalezé¢ jaka$ metode,
dzieki ktorej nie musielibySmy podejmowaé decyzji i ktéra uproscitaby cate
do$wiadczenie. Usuniecie lewej goérnej ¢wiartki ma nieoczekiwanie pozytywne
konsekwencje. Wszak pozostaly nam w reku trzy kwadratowe ¢wiartki i mozemy
z nimi postapi¢ podobnie — usunaé z kazdej z nich jej lewa gérna ¢wiartke.

To, co zostanie, bedzie suma wigkszej juz liczby ,éwiartek ¢wiartek”, z ktérymi —
dzieki naszej metodzie — poradzimy sobie bez trudu. Na kazdym kroku wycinania
bedziemy wiedzieli, co wycia¢, nawet jesli zechcemy wykonaé tych krokéw
nieskonczenie wiele. To zas nieuchronnie nastapi — wszak przeprowadzamy
doswiadczenie myslowe.

Rysunek obok przedstawia dobre przyblizenie naszej pierwszej nieskonczonej
wycinanki. Przygladajac sie mu uwaznie, mozna dostrzec pewna wlasnosé
nieskonczonej wycinanki, ktérej nie maja jej kolejne przyblizenia, a ktéra jest
konsekwencja wybranej metody wycinania. Skoro w trzech czesciach wycinanki
nasze nozyczki pracowaly podobnie do tego, jak wycinaly cata wycinanke, to
kazda z tych czesci jest podobna do catej wycinanki. To podobienstwo ma juz
jednak sens Scisle geometryczny, tzn.:

W = ¢1(W) U ¢2(W) U g3(W),
gdzie W jest wycinanka, a ¢1, ¢2, ¢3 to trzy podobienstwa (w tym przypadku
jednokladnosci) przeksztalcajace kwadrat w jego odpowiednie ¢wiartki. Wlasnosé
figury W, polegajaca na tym, ze jest ona suma podobnych do siebie fragmentow,
nazywa si¢ samopodobienstwem.

Opanowawszy zdziwienie, ze tak prosta procedura prowadzi do tak skomplikowanego
ksztaltu, prawdziwy ,doswiadczalnik” znalazl juz zapewne pole do dalszych
doswiadczen. Kwadrat jest przeciez podobny do swojej ¢wiartki na 8 réznych
sposobow. Kazde z takich podobienstw jest zlozeniem jednoktadno$ci o srodku

w wierzchotku kwadratu z jedna z o$miu izometrii wlasnych kwadratu (czterech
symetrii osiowych lub czterech obrotéw).

Czy, wybrawszy dowolny z 8 - 8 - 8 = 512 ukladéw trzech podobienstw (v1, ¥2, 13)
przeksztalcajacych kwadrat w trzy ustalone ¢wiartki, mozna tak ,zaprogramowac”
nozyczki, zeby wycinanka W byla sumg swoich kopii, czyli

W =1 (W) Utha(W) Uth3(W)?
Pozytywnej (ale i znacznie ogdlniejszej) odpowiedzi na to pytanie dostarcza
twierdzenie Hutchinsona z 1982 roku, o ktorym pisze dokladniej Przemystaw Kiciak
w artykule Uklady iterowanych przeksztalcen.

Czy — pytajac dalej — wszystkie tak powstate wycinanki beda istotnie rézne
(tzn. nieizometryczne)? OdpowiedZ na to pytanie jest bardzo prosta. Wskazéwka
niech bedzie przyklad wycinanki, ktéra jest samopodobna na przynajmniej
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4096 sposobow. Wystarczy w pierwszym kroku wyciaé¢ ,nic”, by nastepnie
z kazda z czterech pozostalych éwiartek postapié¢ podobnie (na 8 réznych sposobdéw)
i powtérzy¢ te czynnoéé (dla porzadku jedynie) nieskoniczenie wiele razy.

Na marginesach (nie tylko tego artykulu) prezentujemy niektére sposrod

512 wycinanek powstalych w opisany powyzej sposéb. Nie zawsze tatwo zgadnad,
jakich podobienstw uzyto do ich wykonania. Jesli kto$ to zrobi bez uzycia linijki, to
na pewno ma doskonale wygimnastykowane oko. Album z kompletem wycinanek
mozna obejrzeé¢ na naszej stronie deltami.edu.pl.

2. Pomiary. W kazdym doswiadczeniu, nawet myslowym, powinno sie dokonaé
jakich$ pomiaréw. Sprébujmy zatem zmierzy¢é wycinanki. W zasiggu reki mamy
linijke (przyrzad do mierzenia dltugosci) i przyrzad do mierzenia pola powierzchni.
Niestety, szybko okazuje sie, ze nasza wycinanka ma nieskonczona dlugosé —
wystarczy dodaé¢ dtugosci wszystkich odcinkéw w niej zawartych. Réwnie szybko
dochodzimy do wniosku, ze wycinanka ma zerowe pole — wystarczy dodaé

pola wycinanych ¢wiartek i poréwnaé¢ z polem kartki, od ktérej zaczynalismy.
Mamy réwniez nieodparte wrazenie, ze nasze wycinanki sa w pewnym sensie
bardziej skomplikowane niz typowe figury dodatniej dtugosci i mniejsze niz figury
o dodatnim polu.

Intuicja podpowiada nam, ze uzyliémy niewlasciwych przyrzadéw — tak, jak to sie
czasem dzieje w zyciu codziennym, np. wtedy, gdy prébujemy si¢ zwazy¢ na wadze
aptekarskiej lub na wadze do wazenia parowozoéw. Jeden z przyrzadow jest za czuly,
a drugi w ogdle nie reaguje.

Czy istnieje przyrzad pomiarowy odpowiedni dla wycinanek?

Postugujac si¢ jedynie intuicja, szybko pokazemy, jak powinien éw przyrzad
wygladaé (jesli istnieje, oczywiscie). Zauwazmy najpierw, ze zaréwno dlugosé, jak
i pole maja co$ wspolnego z wymiarem topologicznym. Dodatnig dtugo$¢ miewaja
figury 1-wymiarowe (ich pole jest na pewno zerowe), a dodatnie pole miewaja figury
2-wymiarowe (ich dlugosé jest na pewno nieskonczona). Szukamy takiej miary, ktéra
przy probie zmierzenia wycinanki dawalaby wynik dodatni — jej ,,czulo$¢” s powinna
by¢ pomiedzy 1 a 2, tzn. pomiary ta miara figur 1-wymiarowych powinny dawac
wynik 0, a figur 2-wymiarowych oco. Oznaczmy te hipotetyczng miare przez H.,.

W konstrukeji naszej wycinanki gléwna role odgrywaly podobienstwa. Wiemy, ze
dlugoséé zmienia si¢ proporcjonalnie do pierwszej potegi skali podobienstwa, a pole
—do jej kwadratu. Mozemy wiec oczekiwaé, ze nasza hipotetyczna miara H, bedzie
sie zmienia¢ proporcjonalnie do skali podobienstwa w potedze s. Jedli zatem istnieje
wladciwa miara o czulosci s € (1, 2), ktéra dla naszej wycinanki przyjmuje wartosé
dodatnia, a ponadto przy podobienstwach zmienia sie w sposéb analogiczny do
dtugosci i pola przeksztalcanych figur, to

H(W) = Hs(01(W) U g2 (W) U g3(W))
= Hs(p1(W)) + Hs(92(W)) + Hs(gs(W)) =
= ()" H W)+ (2)H (W) + (3) H (W) =3+ (3) " H (W),
czyli (skoro przyjelismy, ze 0 < Hy(W) < 0o) parametr s musi spelnia¢ réwnanie
3 = 2% i ostatecznie s = (log3)/(log2) ~ 1,585. Ten wynik doskonale potwierdzalby
nasza intuicje, ze Swiat (przynajmniej wycinanek) nie jest calkiem bez sensu.
Potwierdzalby, gdyby miara Hs rzeczywiscie istniala. . .

3. Na zakonczenie. Miary H, dla s > 0 istnieja i nosza nazwe miar Hausdorffa
(patrz tez artykul Krzysztofa Baranskiego). Parametr s, ktory roboczo nazywali$my
czuloscia miary, nazywa sie wymiarem Hausdorffa. Jesli dla pewnej figury W
iliczby s > 0 oraz takich dowolnych liczb a, b, ze 0 < a < s < b, mamy H, (W) = oo
oraz Hy(W) = 0, to méwimy, ze figura W ma wymiar Hausdorffa s. Jesli wymiar
Hausdorffa figury W jest rézny od jej wymiaru topologicznego, to W jest fraktalem.
Kazda z 512 naszych wycinanek jest fraktalem o wymiarze Hausdorffa réwnym
(log 3)/(log2) ~ 1,585.

Dziwne to uczucie wiedzie¢, ze nie méwimy proza. . .

Malg Delte przygotowat Krzysztof RUDNIK
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