Ptlaszczyzne rzutowa mozna sobie wyobrazaé np. na jeden z ponizszych sposobéw.

Sposéb fizyczny. Na niewazkiej, sztywnej (zwyklej,
szkolnej) plaszczyznie obieramy trzy punkty nielezace

na jednej prostej. Kazdy z nich wyposazamy w ciezar

lub wypdr (wypdr to tez ciezar, tylko ujemny — to on
utrzymuje statki na powierzchni wody i unosi balony).
Wéwczas istnieje doktadnie jeden punkt, w ktérym mozna
podeprzeé te ptaszczyzne, aby nie zmieniata potozenia —

Sposoéb algebraiczny. Jesli bedziemy utozsamiali
proporcjonalne trojki liczb (z wytaczeniem tréjki zer),
to mozemy jeden egzemplarz ich zbioru uznaé za zbiér
punktéw, a drugi egzemplarz za zbiér prostych. Te dwa
zbiory beda plaszczyzna rzutowa, jesli uméwimy sie, ze
punkt [z1,z2, 23]~ lezy na prostej [y1,y2, ys]~ wtedy

i tylko wtedy, gdy x1 - y1 +x2 - y2 + x3 - y3 = 0.

ten punkt to Srodek ciezkosci tak obciazonej ptaszczyzny.

Mozna sprawdzié, ze kazdy punkt ptaszczyzny jest —

przy pewnym obciazeniu — jej srodkiem ciezkosci. Ale
pewne obciazenia nie maja $rodka ciezkosci na (zwyktlej)
plaszczyznie: np. obciazenie, odpowiednio, ciezarem 1,
wyporem 1 i cigzarem/wyporem 0 (czasami fizycy
nazywaja to para sil). Jesli do plaszczyzny dotaczymy
(idealne) punkty petniace role srodkéw ciezkosci dla takich
obciazen, to otrzymana wzbogacona plaszczyzna bedzie

plaszczyzna rzutowa.

Sposob malarski. Patrzac na realne proste réwnolegte
(np. szyny prostego toru kolejowego), mamy wrazenie,

Sposéb astronomiczny. Najkrétsze drogi na sferze (czyli
powierzchni kuli) to okregi wielkie. Uznajac je za proste,
otrzymamy plaszczyzne sferyczng — byla ona badana przez
astronoméw juz w zamierzchlej Starozytnosci jako sfera
niebieska. Utozsamienie na plaszczyznie sferycznej punktow
antypodycznych (czyli lezacych na konicach tej samej
$rednicy sfery) czyni z niej plaszczyzne rzutowa.

Sposéb topologiczny. Zaréwno koto, jak i wstega Mdbiusa
maja brzeg bedacy jedna krzywa zamknieta. Gdy jest to

ta sama krzywa, to tak poltaczone tworza plaszczyzne
rzutowaq.

ze na horyzoncie spotykaja sie. To spostrzezenie stalo

sie podstawa odkrytej przez malarzy Odrodzenia
metody przedstawiania przestrzeni na plaszczyznie
obrazu zwanej perspektywq zbiezng. Jesli do (zwyktej)
plaszczyzny dotaczymy wszystkie punkty horyzontu

i jeszcze uznamy horyzont za prosta (pewnie taki by byt,
gdyby Ziemia byta plaska, a nie kulista), otrzymamy

plaszczyzne rzutowa.
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Rozwigzanie zadania M 1316.
Szacujemy lewsg strone:

2(1-y)° +y(1—2)° <
<z(l—-y)(1—=zy)+
+y(l—z)(1 —=zy) =

= (= +y—2zy)(1 — zy).
Dla liczb z przedziatu (0, 1) zachodzi
nieréwnosé (z — 1)(1 —y) < 0,
rownowazna r + y < 1 + zy. Zatem
z+y—2zy < 1—zy, co daje teze.

Sposéb aksjomatyczny. Plaszczyznag rzutowa jest

kazdy obiekt ztozony z punktéw i prostych speliajacych

nastepujace trzy aksjomaty:

A1 Przez kazde dwa punkty przechodzi prosta.

A2 Kazde dwie rézne proste maja doktadnie jeden wspdlny
punkt.

A3 Istnieje czworokat.

Czy widzial kto$ plaszczyzne rzutowq?
Maria DONTEN-BURY

Obejrze¢ plaszcezyzne rzutowa weale nie jest tatwo. Z bliska, kiedy widzimy tylko
maly fragment, wyglada catkiem jak zwykta plaszczyzna, wiec to nic ciekawego.
A gdybyémy chcieli widzie¢ cala naraz, to musielibySmy umie¢ widzie¢

w przestrzeni przynajmniej czterowymiarowej, bo w naszych trzech wymiarach
po prostu nie da sie jej porzadnie ulozyé¢. Jedli nie wierzysz, Czytelniku, wykonaj
dajacy si¢ wzia¢ w reke, krawiecki model plaszczyzny rzutowej. Jest to
plécienna realizacja wymienionego wyzej topologicznego sposobu wyobrazania
sobie plaszczyzny rzutowej. Bierzemy okragly kawalek materialu — dalej piszemy
o nim kélko — i suwak od kurtki (lepiej od spiwora), ktérego dlugosé jest réwna
obwodowi kétka. Przyszywamy jedna ze stron tego suwaka do brzegu kélka.
Nastepnie z dwa razy krotszego paska materialu robimy wstege Mobiusa i do

jej brzegu (réwnego wtedy obwodowi kétka) przyszywamy druga strone suwaka.
Zapinamy suwak i widzimy, ze. .. naprawde nie da si¢ zapiaé¢ do konca! Prosze
sprébowac i to najlepiej kilka razy!

Jak to mozliwe? W konicu plaszezyzna rzutowa to powierzchnia (bedziemy

tez uzywali zwrotu: powierzchnia rzutowa), wiec mozna by sie spodziewaé, ze
bedzie zachowywacé sie podobnie jak sfera lub torus. A tymczasem w Swiecie
rzeczywistym widzimy mnoéstwo réznych pitek i obwarzankow, ale nie ma niczego
o ksztalcie powierzchni rzutowej.

Zamiast martwié¢ sie tym stanem rzeczy, spréobujmy zrozumieé, dlaczego tak jest.
Zrozumieé¢, czyli nie tylko podaé dowdd, ale réwniez co$, co mozna nazwaé
powodem tej sytuacji. Tutaj za powéd mozna uznaé¢ bardzo maly obiekt:

graf pelny o zaledwie szesciu wierzchotkach, oznaczany Kg. Okaze sie, ze
gdybyémy umieli porzadnie zanurzy¢ powierzchnie rzutowa w trzy wymiary, to
zaplatalibySmy ten graf w taki sposéb, ktéry nie ma prawa sie pojawic!

Pewnie wydaje si¢ zaskakujace, ze taka niewielka, dyskretna struktura zawiera
istotna informacje o polozeniu powierzchni w przestrzeni. A jednak tak jest,
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Rys. 5. (a), (b) sploty trywialne; (c) splot
nietrywialny.

i wcale nie jest to nowa mys$l w matematyce. Kiedy w 1872 roku Felix Klein
wygtlosit w Erlangen odczyt o nowych drogach badania geometrii, proponowat
wlasnie, zeby zamiast na przestrzen z nieskonczonoscia punktéw i ksztaltow
patrze¢ na przypisana jej nieduza strukture. Ta struktura — grupa — obejmuje
zbior przeksztalcen zachowujacych badane wtasnosci i mozliwo$é sktadania
tych przeksztalcen. Bardzo czesto, dla ztozonych geometrii, jest ona dobrze
opisywana przez pewien skoniczony zbior przeksztalcen. To oznacza, ze mozemy
dowiedzie¢ si¢ bardzo duzo o geometrii olbrzymiej przestrzeni, badajac maty,
dyskretny obiekt.

Pewien graf

Wracajac do powierzchni rzutowej, sprébujmy najpierw zlokalizowaé na niej
ten graf, ktéry bedzie najwazniejszym elementem dowodu. W tym celu musimy
przedstawi¢ powierzchnie rzutowa jako kwadrat z naprzeciwlegtymi bokami
sklejonymi zgodnie z kierunkiem strzalek (rys. 1). Zauwazmy, ze gdyby$my
zaokraglili rogi kwadratu na rysunku 1, to otrzymalibyémy doktadnie projekt
modelu z suwakiem. Odcinajac z tego kwadratu dwa trojkaty, z gory po prawej
stronie i z dolu po lewej, otrzymamy réwnoleglobok, ktéry na powierzchni
rzutowej staje sie wstega Mobiusa (rys. 2).

A co zostaje? Na rysunku 3 widaé, ze dwa trdojkaty, ktére odcieliSmy, na
powierzchni rzutowej staja sie kotem. Wobec tego powierzchnia rzutowa to

nic innego, jak wstega Mobiusa z doklejonym do jej brzegu (pamietamy, Zze ma
tylko jeden) kolem. Caly problem polega na tym, ze tego kola nie mozna dokleié
tak, zeby laczyto sie ze wstega tylko na brzegu.

Teraz juz mamy gdzie narysowaé graf: umiescimy go na wstedze Mobiusa.
Wykonamy rysunek na pasku papieru, pamietajac, ze po sklejeniu koncéw paska
odpowiednie elementy rysunku musza sie zgadzaé (rys. 4). O tym rysunku nalezy
mysleé tak, jakby byl wykonany na cienkim papierze flamastrem, ktéry przebija
na druga strone (mozna zreszta wykonaé¢ odpowiedni model) — tylko wtedy
otrzymamy dobry graf na wstedze Mobiusa. Litery przy krawedziach paska
pomoga szybko sprawdzi¢, jak biegna krawedzie grafu w miejscu polaczenia.

Sploty

Przedstawmy narzedzie potrzebne do dalszej pracy: sploty, czyli uktady dwoch
roztacznych okregdw w przestrzeni tréjwymiarowej. Interesuje nas, czy takie
dwa okregi sa zaplatane tak, jak na przyklad sasiednie ogniwa tancucha — to jest
nie da sig ich rozdzieli¢ bez przerwania jednego z nich (rys. 5). O takim splocie
powiemy, ze jest nietrywialny. Dokladniej, powiemy, ze splot jest trywialny,

jesli w przestrzeni istnieje dysk (membrana, moze byé¢ powyginana), ktérego
brzegiem jest jeden z okregéw splotu i ktory nie ma punktéw wspdlnych

z drugim okregiem. Sprobuj przekonaé sie, Czytelniku, ze splot ogniw tancucha
nie spelnia tej definicji. Latwo zgadnaé, ze sploty nietrywialne to te, ktore

nie sg trywialne.

Jedli popatrzymy na rysunek grafu w przestrzeni tréjwymiarowej, czyli
reprezentacje tego grafu w R3, to zwykle zobaczymy wiele splotéw. Najpierw
szukamy cykli prostych, czyli zamknietych drog po krawedziach grafu, ktére
nie przechodza dwa razy przez zaden wierzcholek. Taki cykl to w istocie
okrag, co najwyzej troche wygiety. Sploty w grafie to pary cykli, ktére

nie maja wspélnych wierzchotkéw. Widaé, ze jesli graf ma dostatecznie duzo
krawedzi, to jest w nim wiele mozliwosci utworzenia splotu. Informacja, ile jest
splotéw trywialnych, a ile nietrywialnych, to wazna cecha charakterystyczna
rysunku grafu.

My, rzecz jasna, przyjrzymy sie splotom w reprezentacjach grafu Kg. W cyklu
prostym musza wystapi¢ przynajmniej trzy wierzcholtki, czyli w naszej sytuacji
splot moze powstac jedynie przez podzial zbioru wierzchotkéw na polowy

i utworzenie cyklu z kazdej potowy. Takich podzialéw jest 10 — tyle bedzie
réznych splotéw.
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Homeomorfizm, méwigc intuicyjnie, to
przeksztatcenie, ktére punktom bliskim
przypisuje punkty bliskie, a dalekim —

dalekie.
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Rysunek 4 jeszcze raz.
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Rozwigzanie zadania F 789.
Jesli pionowe sity dziatajace na kulke
réwnowazg si¢, mamy

mg + 2N sina = 2kN cos «,

gdzie N jest sila nacisku deski na kulke.
Warunkiem réwnowazenia si¢ momentéw
sit dziatajacych na zawias taczacy deski

jest

1 1
—Mglsina = —NI,
2 2

gdzie [ jest dlugoscia desek. Stad:

m + 2M sin? o
M sin 2« ’

Potrzebujemy tez wlasnosci reprezentacji grafu Kg, ktéra wyraza nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie. KaZda reprezentacja grafu K¢ w przestrzeni trojwymiarowej
ma przynajmniej jeden nietrywialny splot.

Dowdd tej wlasnosci opiera si¢ na obliczaniu przypisanych splotom liczb,
ktore moglibysSmy nazwaé¢ wspotczynnikami zaplgtania. Nie jest dla nas
istotne, jak to dokladnie przebiega, z wyjatkiem jednego bardzo waznego
szczegdtu, wspomnianego juz na poczatku. PowiedzieliSmy, ze powierzchni
rzutowej nie da sie zanurzy¢ w trzech wymiarach w sposéb porzgdny i tylko
takie zanurzenia nas interesuja. Porzadne zanurzenie to, na przyklad,
zanurzenie za pomoca funkcji kawalkami liniowej albo dajace sie do takiego
przeksztalci¢ za pomocg homeomorfizmu przestrzeni. To ograniczenie klasy
rozpatrywanych zanurzen jest konieczne wtasnie po to, zeby dziatal dowdd
podanego twierdzenia.

Wszystko widaé na rysunku

Teraz mozemy wréci¢ do grafu Kg narysowanego na wstedze Mdbiusa (rys. 4).
Umieszczajac wstege w przestrzeni, otrzymujemy reprezentacje grafu, w ktorej
bedziemy badaé sploty. O niektorych bardzo tatwo stwierdzi¢, ze sa trywialne.
Spojrzmy, na przyktad, na splot zadany przez podzial wierzchotkéw na zbiory
1, 2,314, 5, 6. Cykl odpowiadajacy wierzchotkom 1, 2 i 3 bedzie dobrze
widoczny dopiero po sklejeniu paska. Na rysunku sa krawedzie od 1 do 2

i od 2 do 3, ale ostatnia krawedz powstaje przez sklejenie fragmentu od 3

do punktu oznaczonego litera e na lewym brzegu oraz fragmentu od litery e
na prawym brzegu do wierzchotka 1. Natomiast cykl wierzchotkéw 4, 51 6
wida¢ w calosci juz na pasku, na ktérym wykonalismy rysunek. Mozna
zobaczy¢ nawet wiecej — trojkat ograniczony przez cykl 4, 5, 6 nie przecina si¢
z krawedziami cyklu 1, 2, 3, wiec po zanurzeniu wstegi w przestrzen tworzy dysk
(mocno powyginany), rozpiety na cyklu 4, 5, 6, ktéry $wiadezy o trywialnosci
rozpatrywanego splotu.

Okazuje sig, ze zdecydowana wigkszo$¢ splotow na tym rysunku zachowuje si¢
podobnie. Czytelnik Skrupulatny przesledzi zapewne, ze sploty dla wypisanych
ponizej podziatéw skladaja sie z cyklu, ktéry ogranicza pewna powierzchnie
na wstedze (podkreslony cykl), i cyklu, ktdry tej powierzchni nie przecina.
Powierzchnie trzeba czasami sklei¢ z dwoch kawalkéw, jak w przypadku cyklu
1, 2, 4, ktéry ogranicza obszar bedacy suma czworokata 12ba i trojkata 4ab.
Mozna zauwazy¢, ze drugi cykl zawsze biegnie dookota wstegi.

(123,456) (124,356) (125,346)
(135,246) (136,245) (145,236)

(126, 345)
(146,235) (156, 234)

Wypisalismy 9 splotéw — brakuje ostatniego, ktérym jest (134, 256).
Przypomnijmy, ze podane wczesniej twierdzenie mowi, iz w naszej
reprezentacji Kg istnieje przynajmniej jeden nietrywialny splot. Poniewaz
wszystkie inne sg trywialne, wiec (134, 256) musi by¢ nietrywialny. Zauwazmy,
ze jego cykle to brzeg wstegi (134) i okrag biegnacy przez jej srodek (256).

Zalbézmy teraz, ze udato nam sie porzadnie zanurzy¢ powierzchnie rzutowa

w przestrzen. Zamiast powierzchni zobaczmy wstege Mobiusa i dysk doklejony
do jej brzegu. Wiemy, ze splot zlozony z brzegu wstegi i jej srodkowego okregu
jest nietrywialny. To oznacza, ze doklejony dysk, ktérego brzegiem jest brzeg
wstegi, musi przecina¢ srodkowy okrag wstegi. Czyli doklejony dysk i wstega
stykaja sie w jakims$ punkcie oprécz brzegu!

Wobec tego wcale nie zanurzyliémy powierzchni rzutowej w przestrzen, poniewaz
pewne dwa punkty powierzchni — jeden z dysku, drugi z okregu srodkowego
wstegi — zostaly umieszczone w tym samym punkcie przestrzeni. A to wladnie
jest ten punkt, w ktérym okazuje sie, ze w krawieckim modelu powierzchni
rzutowej nie mozna dalej przesunaé¢ suwaka.
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