Matematyka przyjemna i pozyteczna,
czyli o konkursach Fundacji Matematykow Wroclawskich stéw kilka

Fundacja Matematykow Wroclawskich zostala ustanowiona z inicjatywy
FUNDACJA prof. Andrzeja Hulanickiego w 1990 roku przez profesorow Stanistawa Hartmana
MATEMATYKOW i Kazimierza Urbanika. Jej celem jest pomoc utalentowanym mlodym ludziom
WROCLAWSKICH W uczeniu sie i studiowaniu matematyki oraz w pracy naukowej, a takze doskonalenie

/———\ zawodowe nauczycieli i popularyzacja nauki. Dziatalno$¢ ta finansowana jest

z darowizn os6b prywatnych oraz z dotacji réznych instytucji.

Popularyzacja matematyki

FMW wspiera wydawanie kwartalnika dla mtodziezy pt. ,Magazyn Milosnikow
Matematyki” oraz edytowanego w Internecie ,Wroctawskiego Portalu Matematycznego”,
organizuje miedzyszkolne kétka matematyczne, obozy naukowe i odczyty dla uczniéw,
a takze seminaria, kursy i wyjazdy szkoleniowe dla nauczycieli. Jednak najbardziej
charakterystyczne w dziatalnosci fundacji sa autorskie konkursy, wsréd ktorych
wymieni¢ nalezy: Maratony Matematyczne, Matematyczne Marsze na Orientacje,
Dolnoslaskie Mecze Matematyczne, Konkursy Matematyczne ,,Koma”, Olimpiade
Lingwistyki Matematycznej, Zawody Lingwistyczne dla SP Wieza Babel”, Konkursy
Matematycznego Origami ,,Zuraw”, Mistrzostwa Wroctawia w Geometrii Elementarnej
oraz Mistrzostwa Wroctawia w Szybkim Liczeniu. Sa one adresowane do uczniéw ze
wszystkich poziomoéw szkél, a niektére takze do rodzicéw i nauczycieli. Maja otwarty
charakter i czgsto uczestnicza w nich szkoty z odleglych regionéw Polski. Ciesza

sie duzym powodzeniem, gdyz zaden nie ma typowej dla wielu innych konkurséw
formy, sprowadzajacej sie do kartki z zadaniami, otéwka, karty odpowiedzi i. . .

»bokaz, co umiesz”. Forma wroctawskich konkurséw zawsze jest atrakcyjna i sprzyja
nie tyle sprawdzeniu wiedzy, co jej zdobywaniu. To konkursy, ktére ucza i bawia,
pokazuja, ze matematyka jest pozyteczna i przyjemna. Poniewaz szczuple rozmiary
Delty nie pozwalaja przedstawi¢ wszystkich, ani nawet kilku konkurséw, opowiem

o moim ulubionym. ..

magazyn

Konkurs matematyczny ,,Koma”

Jest fajny, bo nie korzysta ze szkolnej wiedzy, dzigki czemu moze by¢ skierowany

nie tylko do najlepszych matematykéw, ale do wszystkich uczniéw o duzym potencjale
intelektualnym. Wazna jest w nim umiejetno$é stuchania ze zrozumieniem, robienia
dobrych notatek i przetwarzania informacji. Konkurs zaczyna sie wyktadem
dotyczacym zupelnie nowego dla stuchaczy pojecia. Po nim jest przerwa na
uporzadkowanie notatek, rozmowy z kolegami, nauczycielami i wyktadowca, zadawanie
pytan i wyjasnianie watpliwosci. Potem nastepuje czesé zadaniowa (mozna w niej
korzystaé ze sporzadzonych wczesniej notatek). Na koniec jest dalsza czesé wyktadu,
dotyczaca zastosowan poznanego pojecia. Co ciekawe, wyktady finalowe dotycza tego
samego zagadnienia dla wszystkich pozioméw szk6l, powtarza si¢ tez 90% zadan.
Analiza wynikéw wskazuje, ze wiek uczniéw i ich wezedniejsza wiedza nie maja,

w tym konkursie decydujacego znaczenia. Jak to wyglada w praktyce, pokazemy na
przyktladzie tegorocznej edycji finalowej, ktérej bohaterem byty. ..

Wierzchotki piramid. Dla danej listy liczb L tworzymy nowa liste S[L] tak,
ze dodajemy i dzielimy przez 2 kolejne pary liczb, np. gdy L = [1,2,4,2,5], to
S|L] = [3/2,3,3,7/2], S[3,5,9] = [4,7], S[5, —5,7,11,—11] = [0, 1,9,0].

matematyka.wroc.pl

Cwiczenie. Sprébuj odgadnaé, co kryje sie pod kratkami: S[1,5,0,13] = [3,4, 8],
S0, 4,8,0] = [3,0, 5]. Czasem z uzupelnieniem list moze by¢ klopot, bo mozna
to zrobi¢ na wiele sposobéw albo zaden sposéb nie jest dobry, np. S|, 4] = O,
SO, 4, 8] = [3,5].

Opisana operacje S usredniania listy liczb mozna iterowaé, czyli powtarzaé wiele razy, np.
23/8 S3[1,2,4,2,5] = S[S[S[1,2,4,2,5]]] = S[S[3/2,3,3,7/2]] = S[9/4,3,13/4] = [21/8,25/8].
21/8 25/8

9/4 3 13/4 Wyniki kolejnych iteracji wygodnie jest notowac¢ w postaci piramidy, jak na diagramie

obok. Mozemy robi¢ to tak dtugo, az pozostanie jednaliczba, ktéra nazwiemy wierzchotkiem

1 3/2 9 3 4 3 9 /2 5 piramidy i oznaczymy WL}, np. W[1,2,4,2,5] = S*[1,2,4,2,5] = S[21/8,25/8] = 23/8.
Cwiczenie. Sprobuj uzupelnié ponizsze piramidy.
| 1 O
o O 0o d 3/8 0
4 2 0O O -3/2 0 0o 1/8 O

OO0 -17 0O -40 5 3/20 0O-3/4



Przy obliczaniu wierzchotkéw piramid zachodza pewne ogélne prawidtowosci. Czy potrafisz je uzasadnié?

1) Wla,a,a,...,a] = a.
Np. W8,8,8,8,8] =8, bo wtedy cala piramida sklada si¢ z 6semek. Sprawdzimy to dla drugiego poziomu:

518,8,8,8,8] =[(8+8)/2,(8+8)/2,(8+8)/2,(8+8)/2] = [8,8,8,8].

2) Wlc-ai,c-az,c-as,..., ¢ an) =c-Wlai,az,as,...,an].
Np. W[7-2,7-3,7-(-4), 7 5] =7-W][2,3,—4,5], bo wszystkie liczby w piramidzie o podstawie [7-2,7-3,7-(—4),7 - 5]
powstaja z przemnozenia przez 7 liczb z piramidy o podstawie [2,3, —4,5]. Sprawdzimy to dla drugiego poziomu:
S[7-2,7-3,7-(=4),7-5]=[(7-2+7-3)/2,(7-3+7-(—4))/2,(7-(—4)+7-5)/2] =
=[7-(2+3)/2,7- 3+ (-4))/2,7- ((-4) +5)/2] = [7- (5/2),7- (-1/2),7- (1/2)].
3) W/[GJ +b] (12+b2 a3+b3 ----- y An +bn} Vv[al;a‘z:aSm-wan}+W[b17b2:b37---1b71]-
Np. W[2+5,3+4,—-4+ 11,5+ 2] W2,3,—4,5] + WI5,4,11, 2], bo wszystkie liczby w piramidzie o podstawie
[2+5,3+4,—4+ 11,5+ 2] powstaja z dodania odpowiednich liczb z piramid o podstawach [2,3, —4,5] i [5,4, 11, 2].
Sprawdzimy to dla drugiego poziomu:
S[245,3+4,-4+11,54+2]=[24+5+3+4)/2,3+4+(—4)+11)/2,((-4)+11+5+2)/2] =
=[(2+5)/2+B+4)/2,3+4)/2+ ((—4) +11)/2,((—4) + 11)/2+ (5+2)/2].

4) Wla1,az,as,...,an-1,an] = Wlan,n-1,...,as,a2,a1].
Np. W(2,3,—4,5] = W[5, —4, 3, 2], bo piramida o podstawie [5, —4, 3, 2] jest lustrzanym odbiciem piramidy o podstawie
[2, 3, —4, 5]. Gdzie nalezy ustawi¢ lusterko?

Zatem jesli obliczymy, ze W[2,3,—4,5] = 1/2, to ten fakt mozemy wykorzysta¢ do obliczenia wierzchotkéw wielu innych
piramid, np.
° W[lO 15,—-20,25] = W[5-2,5-3,5-(—4),5-5|=5-W|[2,3,—-4,5] =5-1/2=5/2,
W[-20,-30,40, —50] = W[(—10) - 2,(—10) - 3, (—10) - (—4), (—10) - 5] = (—10) - 1/2 = -5,
WI1,3/2,-2,5/2] = W[1/2-2,1/2-3,1/2-(—4),1/2-5] =1/2-1/2=1/4,
W(3,4, -3, 6} W2+1,3+1,(-4)+1,5+1] =W]|2,3,-4,5] + W[1,1,1,1] =1/2+1=3/2,
° W[l 0,7, -2 =W[3-2,3-0,3—(—4),3—-5]=W][3,3,3,3] — W[2,3,—4,5] =3—-1/2=5/2.
5) Ponizsze przyktady ilustruja jeszcze inny pomyst na sprytne obliczanie wierzchotkéw niektérych piramid:
e W[6,6,6,6,6,0,0,0,0,0] =2-W|[3,3,3,3,3,0,0,0,0,0] = W[3,3,3,3,3,0,0,0,0,0] + W][0,0,0,0,0,3,3,3,3,3] =
=W]I3,3,3,3,3,3,3,3,3,3] = 3,
e W[1,1,1,1,2,2,2,2] =W|1,1,1,1,1,1,1,1] + WJ0,0,0,0,1,1,1,1] =1+ 1/2- (W][0,0,0,0,1,1,1,1] + W][1,1,1,1,0,0,0,0]) =
=141/2-W[1,1,1,1,1,1,1,1] =1+ 1/2-1 = 3/2,
e WI[3,5,7,9]=1/2-(W]3,5,7,9] + W[3,5,7,9]) = 1/2- (W][3,5,7,9] + W[9,7,5,3]) =1/2 - W[3+9,5+7,74+5,9+3] =
=1/2-WJ[12,12,12,12] =1/2-12 =6,
e WI1,4,7,10,13,16] = 1/2 - (W[1,4,7,10,13,16] + W[1,4,7,10,13,16]) = 1/2 - (W[1,4,7,10,13,16] + W[16,13,10,7,4,1]) =
=1/2-W[1+16,4+4 13,7+ 10,10+ 7,13+ 4,16 + 1] =1/2- W[17,17,17,17,17,17) =1/2- 17 = 17/2,
e W[1,2,3,4,1,2,3,4,1,2,3,4] =1/2-(W][1,2,3,4,1,2,3,4,1,2,3,4] + W[1,2,3,4,1,2,3,4,1,2,3,4]) =
=1/2-(WI[1,2,3,4,1,2,3,4,1,2,3,4] + W[4,3,2,1,4,3,2,1,4,3,2,1]) = 1/2- W|[5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5] = 1/2-5 =5/2.

6) Pokazemy jeszcze jedna wlasno$é wierzchotkéw piramid. Niech {a;}, {b;}, {ci} beda dowolnymi ciagami liczb, przy czym
{a;} ma tyle samo wyrazéw co {c;}. Wéwczas

Wi{aih,0, {bs},0, {ei] = Wlkai}, 1, {bs}, —1, {ei] = Wlkai}, —2, {b;},2, fei}] =
=Wl{ai},5,{b;}, =5, {ci}] = Wl{a:}, —=2/3,{b;},2/3,{c:i}].
Wynika ona z ponizszej prostej obserwacji. Niech {0;} i {0;} oznaczaja ciagi zer tej samej dlugosci co ciagi {a;} 1 {b;}. Wtedy
W{0:}, 1,{0;}, =1,{0:}] = W[{0:},1,{0;},0,{0:}] + (1) - W[{0:},0,{0;},1,{0:}] =
= W[{Oi}v L, {Oj}7 0, {Ol}] - W[{Oi}7 L, {Oj}7 0, {Ol}] =0.
Stad wynika na przyktad, ze:
WH{ai}, —2/3,{b;},2/3,{ci}] = W[{a:},0,{b;},0,{c:}] + (-
=Wl{ai},0,{b;},0,{c:}] + (=

2/3) : W[{Ol}v 1, {Oj}v -1, {O’LH =
2/3) 0= W[{al}v 0, {bj}7 0, {Cl}]
Mozna tez tatwo zobaczyé, ze:
W[{ai}’ 7,{b}.3, {Cl}] = W[{ai}’ 9,{b;}, 1, {Cl}] = W[{ai}’ 6,{b}.4, {Cl}] = W[{ai}’ 5,{b,}.5, {Ci}]v
wystarczy do pierwszej piramidy ,,doda¢” odpowiednio [{0;},2,{0,}, —2,{0:}], [{0:}, —1,{0;},1,{0;}] lub [{0; }, —2,{0,},2, {0, }].

7) Mozna mozolnie sprawdzié, ze zachodza réwnosci: W10, 1,0,0,0,0,0,0] =7/128, W|0,0,1,0,0,0,0,0] =3-W|0,1,0,0,0,0,0,0]

i wijo,o,0,1,0,0,0,0] =5-W][0,1,0,0,0,0,0,0]. Ta informacja pozwala tatwo oblicza¢ wierzchotki niektérych piramid

o podstawie dtugosci 8, np.

e W[0,2,7,0,0,0,0,0] = 2- W[0,1,0,0,0,0,0,0] +7- W[0,0,1,0,0,0,0,0] = 2 - 7/128 +7-3 - 7/128 = 23 - 7/128,

o W[0,1,2,6,0,0,0,0] = 1-W[0,1,0,0,0,0,0,0] + 2 W[0,0,1,0,0,0,0,0] + 6 - W[0,0,0,1,0,0,0,0] =
=1-7/12842-3-7/1284+6-5-7/128 = 37 - 7/128,

e W(0,5,1,2,7,1,3,0] = (5+3) - W[0,1,0,0,0,0,0,0] + (1 + 1) - W[0,0,1,0,0,0,0,0] + (2 + 7) - W[0,0,0,1,0,0,0,0] =
=8-7/12842-3-7/128 +9-5-7/128 = 59 - 7/128.
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Konkurs
MATEMATYCZNEGO
: ORIGAMI

Mistrzostwa
Wroctawia
w Szybkim
Liczeniu

Tyle wyktadu, a teraz zapraszamy do rozwiazania kilku konkursowych zadan.
Czy zrobisz to w 60 minut?

Zadanie 1. Uzupelnij zapisy.

a) S[0,4,6] =... c) S%[12,4,10,2,0] = ... e) S[0,0,8,2] = [1,6,0.
b) S[12,4,10,2,0] = ... d) S[2,0,8] = [4,7]. f) S[O,0,0,2] = [5/2,22/4, 5].
Zadanie 2. Uzupetnij piramidy.
a) O b) O c) 4
o 0O O O 3 0O
o 3 5 3 0O 0O 2 0O O

2 4 O 8 1. 0O 7 9 1 0 0O O

Zadanie 3. Podaj po trzy rézne podstawy L takie, ze:

a) S[L] = [-5,2,7], b) W[L] =1, c) W[L] = 0.

Zadanie 4. Ile wynosi suma wszystkich liczb w piramidzie o danej podstawie?

a‘) [2/37 2/37 2/37 2/37 2/37 2/3]7 d) [_77 _67 _57 _47 _37 _27 _17 07 17 27 37 47 57 6a 7]7
b) [7,-7,7,=7,7,=7,7,=7,7,=17], e) [8,-8,8,-8,8,8].

C) [77 777 75 775 77 777 77 777 7a 777 7]a

Zadanie 5. Uzupelnij. Niech p oznacza ilos¢ liczb w podstawie L pewnej piramidy.

a) Dla p = 37 iloé¢ liczb w S[L] jest réwna ..., a w S®[L] jest réwna ...

b) Tlogé liczb w S*7[L] jest réwna 123, wiec p = . ..

¢) Dla p = 7 iloéé liczb w calej piramidzie jest réwna ..., a dla p = 8 jest réwna ...
d) Jesli w calej piramidzie jest 21 liczb, to p= ..., a jesli jest ich 66, top = ...

e) Jesli w calej piramidzie jest 3 razy wiecej liczb niz w podstawie, top = ...,

a jesli jest ich 9 razy wiecej, top = ...

Zadanie 6. Sposéréd podanych liczb podkresl:

a) najwicksza W[173,234,439], W[234, 173,439], W[173,439, 234], W[439, 234, 173).

b) najmniejszg W0, 1,0,0,0,0,0,0,0], W[1,0,0,0,0,0,0], WI[1,0,0,0,0,0,0,0,0].

¢) najmniejsza W10, 2,4,6,8], W[2,4,6,8], 2- W|[1,2,3,4], W|0,2,4,6,8,10].

d) najwieksza W[—1,—-2,—-3,—4,—-5,—6,—7], (-2) - W[2,2,2,2,2,2,2], W[1,-2,—5,—8].

Zadanie 7. Wiadomo, ze W[0,0,1,0,0,0] jest 10 razy wigksze od W/[1,0,0,0,0, 0]

i 2 razy wieksze od W0, 1,0,0,0,0]. Ile razy wieksza od W|[1,0,0,0,0,0] jest liczba:

a) W[O’ 0’ 4707 0’ 0]7 C) W[1707 2’ 0’ 070}7 e) W[27 37 4707 0’ 0]7 g) W[07 0707 2’ 0’ 0]7
b) W[0,7,0,0,0,0], d) W[0,2,3,0,0,0], f) W[-7,0,3,0,0,0], h)W[0,3,0,0,5,0].

Zadanie 8. Wiadomo, ze podstawa L piramidy sktada sie z trzech liczb, ktérych suma
jest réwna sumie liczb z S[L]. Ocenn wypowiedzi Karola Omytka.

a) W L musi byé choé¢ jedno zero.

b) Suma liczb z L musi byé¢ réwna zero.

) W L musi by¢ liczba ujemna.

) Wszystkie liczby z L musza byé réwne 0.

) Suma liczb z S[L] musi by¢ réwna 2 - W[L].
) Suma liczb z L musi byé réwna 2 - W[L].

oo

= D

Zadanie 9. Wpisz jeden ze znakéw: <, =, >:

a) W[22,31,2,55,32,22,2,51,47] W([22,31,0,55,32,22,4,51,47),
b) W[22,31,—1,55,32,22,5,51,47] W([22,31,0,55,32,22,4,51,47],
¢) W[22,31,3,55,32,22,2,51,47] W22,31,0,55,32,22,4,51,47],
d) W[22,31,—2,55,32,22, —2, 51,47 W([22,31,0,55,32,22,4,51,47],
e) W[4,5,7,8,9,9,9,9,8,7,5,4] ... WI[8,10,14,16,18,18,0,0,0,0,0,0],
f) 2-WI4,5,7,8,9,9,0,0,0,0,0,0] W8, 10,14, 16,18, 18,0,0,0,0,0, 0],
g) W(2,2,2,2,2,2,9,9,8,7,5,4] W8, 10,14, 16,18, 18,0,0,0,0,0,0],
h) W[0,0,0,0,0,0,18, 18,16, 14, 10, 8] W8, 10, 14, 16, 18, 18,0,0,0,0, 0, 0].

Zadanie 10. Oznaczmy [k|m] =[1,1,...,1,0,0,...,0] (k jedynek, m zer). Wtedy
np. [9,9,3,3,0] =6[2|3] +3[4]1], 25[2+ 3|1] = [4|1] 4+ [6|0]. Zapisz tymi symbolami:

a) [8,7,2,1] =..., d) S%k|0]=..., g) Wk|1]=...,
b) [1,6,2,5] = ..., e) 4Sk+4|m+8=..., h)Wk|2=...,
c) [5,-6,0,1]=..., f) S*[k|m]=..., i) Wik|kl=...

Opracowanie tekstu: Matgorzata MIKOLAJCZYK, autorem zadan z KOMY jest
Krzysztof OMILJANOWSKI, Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroctawskiego.
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