Rozpatrzmy zbiory

A:{1<i<n:ai,1<2p<ai} i B:{1<i<n:ai>2p>ai+1}.
Zauwazmy, ze |A| — |B| =1, gdyz a1 < 2p i a,, > 2p. Doprowadzimy do
sprzecznoéci, dowodzac, ze je$li m > 2 i p jest wystarczajaco duze, to zbiér B
jest duzo wiekszy niz A.

- - Jak wykazali Lagarias, Rains i Sloane, liczby pierwsze pojawiaja si¢ w ciagu
EKG w kolejnosci rosnacej, czyli przed pozycja n nie pojawila sie liczba
pierwsza wieksza niz p. Jedli q jest liczbg sterujaca wyrazu a, i n’ < n, to

q jest kandydatem na wyraz a,, wigc pojawia sie w ciggu na pozycji n’ lub
wczesniejszej. Wnioskujemy stad, ze wszystkie liczby sterujace do pozycji n sa
mniejsze niz p. Z podanego przed chwila ,kluczowego spostrzezenia” wiemy,

ze dla kazdej liczby pierwszej ¢ < p istnieje co najwyzej jeden taki indeks ¢, ze
a;—1 < 2p < a; i q jest liczba sterujaca a;. Liczb pierwszych nie wiekszych niz p

jest nie wiecej niz cp/log p dla pewnej stalej uniwersalnej ¢, czyli

|A] < cp/log p.
Spéjrzmy teraz na zbior B. Niech g bedzie liczbg sterujaca wyrazu a,, = mp;
oczywiscie ¢ jest dzielnikiem m. Wobec tego liczby kg dla 1 < k < (mp/q — 1)
musialy pojawié si¢ w ciagu wczesniej. Oznaczmy

B ' ={1<i<n:2q]|a;oraz a; > 2p}.

Indeksy wszystkich parzystych wyrazéw postaci kq (podzielnych przez 4, jesli
q = 2), wigkszych od 2p, naleza do B’, wobec tego
mp — 2p P
Bl>|—=|>1|=z|.
1> 22> |3
Z drugiej strony, jesli i € B’, to 2p jest potencjalnym kandydatem na
wyraz a;i1, czyli a;11 < 2p. Mamy wigc B’ C B, zatem

|B| > |p/6].
Wobec tego dla odpowiednio duzych p mamy |B| > |A].

Wryliczywszy doktadnie stale w powyzszym rozumowaniu, mozna dowiesé,
ze |B| > |A| juz dla p > 25000. Teza dla mniejszych wartosci p zostala
sprawdzona numerycznie przez Lagariasa, Rainsa i Sloane’a, wiec hipoteza
zostala udowodniona dla wszystkich p > 2. Dowdd zakonczony.

Jak wyznaczaé¢ wyrazy ciggu EKG? Jakub RADOSZEWSKI

Po przeczytaniu artykulu Marcina Pilipczuka trudno nie odnies¢ wrazenia, ze nasz
zaséb wiedzy o zachowaniu ciagu EKG opiera sie przede wszystkim na wynikach
eksperymentéow komputerowych, natomiast dowody otrzymanych w ten sposéb
hipotez pojawiaja sie z pewnym opdznieniem. Co wiecej, niektére wlasnosci

nie doczekaly sie jeszcze Scistych dowodow, choé dane doswiadczalne pokazuja je
na tyle wyraznie, ze ciezko byloby nie wierzy¢ w ich prawdziwosé. Widzimy tu, ze
informatyka zaczyna pelnié¢ funkcje eksperymentalnej poddziedziny matematyki.
Co ciekawe jednak, nie chodzi tu tylko o latwiejsze stawianie hipotez — wyniki
obliczen moga stanowié¢ fragmenty dowodu odkrytych za ich pomoca wtasnosci!
W przypadku ciagu EKG przejawilo sie to w automatycznym sprawdzeniu
prawdziwosci hipotezy dla pewnej liczby poczatkowych wyrazéw ciagu (dla
pozostalych zadzialalo rozumowanie czysto matematyczne), ale zdarzaly si¢ juz
w historii problemy, dla ktérych caly dowod opieral sie na komputerowej analizie
przypadkéw — na przyktad dowdd faktu, ze kazda mape (graf planarny) mozna
pokolorowaé czterema kolorami, tak aby zadne dwa sasiednie panistwa (wierzcholtki)
nie miaty tego samego koloru. Niektorzy twierdza, ze takie rozumowanie, oparte
w znacznej mierze na programach komputerowych i czesto obszernych wynikach
ich dzialania, nie jest wlasciwie zadnym dowodem. Jest to argument poniekad
stuszny — ciezko recznie zweryfikowaé¢ poprawnosé tego typu wywodu. Ten medal
ma jednak dwie strony. Otéz przypomnijmy sobie chociazby liczne ,dowody”
Wielkiego Twierdzenia Fermata, publikowane bez mata przez trzy stulecia,

ktoére nie uzywaly zadnych podejrzanych metod informatycznych, a mimo
wszystko okazywaly sie nieprawdziwe (niepelne). Czy autorzy tych ,dowodéw”
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Czeé¢ Czytelnikéw miala szanse

spotkac sie z obszerna klasg probleméw
NP-zupelnych, ktére sa powszechnie
uznawane za nierozwigzywalne w czasie
wielomianowym, a do tego maja

te zabawna cechg, ze gdyby choé

jeden z nich udalo si¢ rozwigzaé

w czasie wielomianowym, to wszystkie
pozostale rowniez. Jednakze o problemie
faktoryzacji nie wiemy, czy znajduje sie
w tej klasie, co oznacza mniej wigcej tyle,
ze tym bardziej nie wiemy, czy da si¢ go
rozwigzaé¢ wielomianowo, czy tez nie.

o[ l

wierzyli w stusznos$é przedstawianych wynikow? Podejrzewam, ze tak. Swoja droga,
zapewne wigkszosé Czytelnikéw wierzy w prawdziwo$é dowodu Andrew Wilesa,
mimo iz jest on tak dlugi i skomplikowany, ze nie mieli ochoty go samodzielnie
sprawdzi¢. Jesli dotozymy do tego podobna konkurencje rozgrywana w obecnych
czasach — préby odpowiedzi na stynne pytanie: P = NP?, jedno z fundamentalnych
w informatyce teoretycznej, ktorych to préb — ,dowodow” — byty juz dziesiatki
(zainteresowany Czytelnik znajdzie ich systematycznie aktualizowang liste na
stronie http://www.win.tue.nl/"gwoegi/P-versus-NP.htm) — to zauwazymy,
ze czysto matematyczne rozumowania wcale nie musza by¢ lepsze i mniej bledogenne
od rozumowan opartych na wynikach badan eksperymentalnych.

W duchu powyzszego, troche przydlugawego wstepu w tym artykule zastanowimy
sie, jak efektywnie wyznaczaé¢ kolejne wyrazy ciagu EKG. Nasz algorytm powinien
by¢ na tyle sprawny, aby dalo sie za jego pomoca sprawdzié¢ poprawnos¢ wynikow
eksperymentu Lagariasa, Rainsa i Sloane’a, czyli powinien dziala¢ co najmniej dla
indekséw okoto 50000 (w tych okolicach powinna pojawié¢ sie najwieksza liczba
pierwsza mniejsza od 25 000). A im lepszy algorytm, tym lepiej pozwoli nam badaé
asymptotyke ciagu EKG — a nuz uda si¢ postawi¢ kolejne ciekawe hipotezy?

Poczatek nie bedzie zbyt odkrywczy: otdéz metoda wyznaczania wyrazéow ciagu
EKG (a,,) jest obecna implicite w tekscie Marcina Pilipczuka. Faktycznie, jesli
znamy a,—_1, to wiemy, ze jeden z dzielnikéw pierwszych tej liczby jest liczba
sterujaca wyrazu a,. Jedli wlasnie liczba pierwsza g jest ta liczba sterujaca, to
a, jest najmniejsza wielokrotnoscia g niewystepujaca wezeéniej w ciagu. Aby
wsrod wszystkich dzielnikow pierwszych a,,_1 zidentyfikowaé liczbe ¢, wystarczy,
rzecz jasna, przejrzeé¢ wszystkie te dzielniki i wybraé¢ ten o najmniejszej pierwszej
wolnej wielokrotnosci.

Aby uzupelnié ten opis postepowania, musimy wymysli¢ sposéb efektywnego
przejrzenia wszystkich dzielnikéw pierwszych danej liczby naturalnej oraz sposéb
znalezienia najmniejszej wolnej wielokrotnosci kazdego takiego dzielnika. Teraz
zajmiemy sie kolejno tymi dwiema lukami.

Problem rozktadu liczby naturalnej na czynniki pierwsze brzmi bardzo
klasycznie: wydaje sie, ze powinien istnie¢ jaki$§ sympatyczny, efektywny
algorytm dajacy sobie z nim rade. I faktycznie, jest to znany problem
faktoryzacji liczby, lecz, niestety, w ogdlnosci nie umiemy sobie z nim tatwo
radzi¢ — nie jest znany zaden wielomianowy algorytm rozwiazujacy ten problem.
Stowo wielomianowy oznacza tu algorytm o ztozonosci czasowej bedacej jakims
wielomianem wzgledem dlugosci zapisu rozkladanej liczby, ktéra to dlugosé
zapisu to mniej wiecej logarytm z tej liczby.

Na szczescie, w naszej sytuacji nie musimy uciekaé¢ sie do ogdlnych rozwigzan
problemu faktoryzacji. Wystarczy, jesli przypomnimy sobie, ze rozkladane przez
nas liczby nie sa zbyt duze, co w teorii wynika z gérnego oszacowania 14n na
wartos¢ n-tego wyrazu ciagu, a w praktyce z wykresu wartoéci pierwszych 10 000
elementéw ciagu zawartego w artykule Marcina Pilipczuka.

W przypadku tak nieduzych liczb mozemy uzyé¢ metody sita Eratostenesa.
Podstawowa wersja tego algorytmu, stuzaca do wyznaczania kolejnych
liczb pierwszych, jest na tyle znana, ze w tym miejscu ograniczymy sie do
przypomnienia jej w postaci pseudokodu:
for i := 2 to M do pierwsza[i] := true;
for i := 2 to M do
if pierwsza[i] then begin

ji=1%
while j < M do begin
pierwszalj] := false;
Ji=g+
end;
end;

Obliczamy tu elementy boolowskiej tablicy pierwsza[2.. M|, wykreslajac
wielokrotnosci kolejnych liczb pierwszych, tj. oznaczajac je jako liczby ztozone.
Zeby byto szybciej, przegladanie wielokrotnosci liczby pierwszej ¢ rozpoczynamy
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L. .1

Rozwigzanie zadania F 787.
Kondensator opisany w zadaniu jest

ukladem dwéch potaczonych réwnolegle

kondensatoréw o pojemnosciach
Cy =e0S1/d =¢e0S( —lp)/(dlp)
i Cy = ee0Sa/d = ee9Sl/(dly), gdzie €

jest wzgledna przenikalnos$cig elektryczng

dielektryka, a S1 2 oznaczaja pola
okladek kondensatoréw sktadowych,

S =85, + S5. Zatem

C=C1+Cy =¢¢

lo+1(e = 1)] s

dlo

od 2, gdyz skadinad wiemy, ze wszystkie mniejsze musialy juz zostaé
wezesniej wykreslone. Na koficu mamy zaznaczone (warto$é true) wszystkie
liczby pierwsze nie wicksze niz M.

Zapewne nie wszyscy wiedza, ze ten sam algorytm mozna wykorzystaé
takze do rozktadania liczb na czynniki pierwsze. Wystarczy, mianowicie,
dotozy¢ dodatkowa tablice dzielnik[2.. M|, w ktérej bedziemy przechowywaé
najmniejszy dzielnik pierwszy kazdej liczby ztozonej z zakresu. Elementy tej
tablicy inicjujemy na zera, a wypelniamy ja w momencie wykreslania liczb,
tzn. wewnatrz petli while, za pomoca instrukcji:

if dzielnik]j] = 0 then dzielnik[j] := i;
Za pomoca tablicy dzielnik mozemy juz latwo faktoryzowaé liczby
nieprzekraczajace M: dla danej liczby ¢ jako pierwszy podajemy dzielnik
dzielnik[i], nastepnie dzielnik[i/dzielnik[i]] 1 tak dalej, az dojdziemy do jedynki.
Takich krokéw wykonamy nie wiecej niz log, 7, gdyz za kazdym razem
1 zmniejszamy co najmniej dwukrotnie. Dzigki temu, ze w tablicy pamigtamy
najmniejsze dzielniki pierwsze liczb, uzyskana w tym postepowaniu lista
dzielnikow bedzie zawsze niemalejaca, wiec latwo usuniemy z niej powtdrzenia.

Stosujac podobny argument (do tego z logarytmem), mozna wykazaé, ze
zlozonodé czasowa sita Eratostenesa to O(M log M), co pozostawiamy
Czytelnikowi (tak naprawde zlozonos$¢ te mozna oszacowaé nawet przez

O(M loglog M)). Jesli przypomnimy sobie, iz M = O(n), przy czym n to
indeks wyrazu ciggu EKG, ktory chcemy obliczy¢, to stusznie zauwazymy, ze
z problemem faktoryzacji poradziliSmy juz sobie calkiem sprawnie.

Do zakonczenia opisu calego algorytmu pozostala nam juz tylko kwestia
wyznaczania najmniejszych wolnych wielokrotnosci poszczegdlnych liczb
pierwszych z rozkladu. Z ta czescia rozwigzania mozemy poradzi¢ sobie calkiem
prosto, o ile zastosujemy odpowiednio sprytna strukture danych, przy czym

nie bedzie to wcale struktura wysublimowana.

Znéw skorzystamy z tego, ze zakres interesujacych nas liczb pierwszych jest nieduzy.
Dla kazdej liczby pierwszej p nie wiekszej niz M bedziemy przechowywaé, jako
wiel[p], jakas wielokrotnosé liczby p, ktéra wystapila juz w ciagu. Zadbamy o to,
aby w algorytmie jedynie powiekszaé te wartosci, aktualizujac je tylko w razie
potrzeby. Poczatkowo wiel[p] = 0. Dodatkowo, w tablicy boolowskiej uzyte[0.. M]
bedziemy pamietali informacje o tym, ktore liczby wystapily juz w ciagu EKG.
Poczatkowo, dla wygody, ustawiamy uzyte[0] = true, a reszte komoérek na false.
Okazuje sie, ze to juz wystarczy — ponizej pseudokod wyznaczania najmniejszej
wolnej wielokrotnosci liczby p, w ktérym, w gruncie rzeczy, nic si¢ nie dzieje.
while uzyte[wiel][p]] do wiel[p] := wiel[p] + p;
Powyzsza petla moze i wyglada bardzo nieoptymalnie, ale nie jest w rzeczywistosci
taka zta. Ot6z wystarczy zauwazy¢, ze dana liczba i, i < M, moze wystapi¢ jako
wiel[p] dla nie wiecej niz log, ¢ liczb pierwszych p (beda to, oczywiscie, dzielniki
pierwsze liczby ¢). To oznacza, ze taczna liczba obrotéw powyzszej petli while
z pewnoscig nie przekroczy O(M log M).

Mozemy juz podsumowaé caly algorytm wyznaczania n-tego wyrazu ciagu EKG.
Uzywamy w nim zaledwie czterech tablic rozmiaru co najwyzej M + 1, przy
czym dwie z nich (pierwsza i dzielnik) wypelniamy na samym poczatku w czasie
O(Mlog M), a dwie pozostate (wiel i uzyte) uzupeliamy w trakcie obliczania
kolejnych wyrazéw ciagu EKG, réwniez w tacznym czasie O(M log M). W takim
samym czasie mozemy wyznaczy¢ wszystkie dzielniki pierwsze wszystkich

liczb z podanego zakresu. Stad cale rozwiazanie dziata w czasie O(M log M)

i w pamieci O(M), przy czym M = O(n). Algorytm szybki, a zarazem prosty
—1i o0 to w tym sporcie chodzi.

Mozna by jednak spytaé, czy nie da si¢ lepiej. W szczegdlnosci, w podanej metodzie
przy wyznaczaniu a, musimy najpierw obliczy¢ wszystkie wezesniejsze wyrazy
ciagu EKG — a moze daloby si¢ obejsé¢ szybciej 1 bez tego? Podobnie jak Lagarias,
Rains i Sloane, ktorzy w swojej pracy opisuja algorytm zblizony do powyzszego,
autor tego artykulu nie zna odpowiedzi na to pytanie, ale moze Czytelnik ma jakis
pomyst? Jesli tak, zachecamy do podzielenia si¢ nim z Redakcja.
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