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Wektory sa prostopadle wtedy i tylko
wtedy, gdy ich iloczyn skalarny,

czyli suma iloczynéw odpowiednich
wspélrzednych, jest réwny zeru.

W Epitome astronomiae Copernicanae
(V,2,3) Kepler wyjasnia, ze ,chociaz $cisle
méwigc, anomalia to niejednostajnoscé,
nieregularno$¢ w ruchu planety,
astronomowie stosuja ten termin do
kazdego ruchu, w ktérym pojawia

si¢ niejednostajno$é” (wiadomosé od

prof. J. Wlodarczyka).
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Johannes Kepler wyprowadzil swoje pierwsze dwa prawa, analizujac obserwacje Marsa
wykonane przez Tychona Brahego. Po stuleciach obserwacji okresy orbitalne (lata)
Ziemi i Marsa, Tz i T, byly wtedy znane bardzo doktadnie. Kepler przytomnie
zauwazyl, ze po uplywie kazdego swojego roku Mars znajduje sie w tym samym punkcie
przestrzeni, ale obserwowany jest z innego punktu ziemskiej orbity, jako ze w tym czasie
Ziemia obiega calg swoja orbite i jeszcze dodatkowy tuk, ktérego dtugosé tatwo obliczyé,
znajac réznice obu okreséw. Znajac 6w tuk, Kepler moglt wyznaczy¢ dtugosé boku 7 Zs
trojkata M Z1 Z> o wierzchotkach w poczatkowym potozeniu Marsa M, poczatkowym
potozeniu Ziemi Z; oraz potozeniu Ziemi po uplywie marsjanskiego roku Z». Katy przy
boku Z1Z> byly znane dzigki obserwacjom Brahego, co pozwolito Keplerowi wyznaczy¢
przestrzenne polozenie Marsa. Powtarzajac procedure dla innych punktéw orbity Marsa,
Kepler okredlit ksztalt calej tej orbity, tacznie z informacja o czasie przejécia przez kazdy
punkt. Tu byl tylko o jeden krok od empirycznego stwierdzenia, ze orbita jest elipsa,

a Storice znajduje sie w jej ognisku (pierwsze prawo Keplera), i ze linia taczaca Storce
z planeta, tzw. promien wodzqcy, zakresla réwng czesé pola orbity w réwnym czasie
(drugie prawo Keplera). Dopiero potem Newton wykazal teoretycznie, ze z jego praw
dynamiki i prawa grawitacji wynikaja prawa Keplera.

Dyskusje zagadnienia ruchu planet w potencjale grawitacyjnym Stonca, czyli

tzw. problem Keplera, zazwyczaj przedstawia si¢ dopiero na poziomie studiéw
uniwersyteckich, mimo ze nie wymaga ona uzywania skomplikowanych poje¢ fizycznych
ani zaawansowanej matematyki. W tym artykule postaramy sie¢ rozwiaza¢ elementarnie
problem Keplera — pokazujac, ze empiryczne prawa Keplera, opisujace ruch planet, sa
zgodne z prawami dynamiki Newtona.

Wyjdziemy od zwyktego jednostajnego ruchu po okregu o promieniu a,
umieszczajac srodek O tego 0kr<gg_u) w poczatku uktadu wspétrzednych, tak jak na
rysunku obok. Wektor wodzacy OA punktu A na okregu mozna wéwczas opisaé
jako ro = (acos E,asin ), gdzie E = X AOP. Predko$é ruchu jest styczna do
okregu, a wiec prostopadla do promienia, zatem v, = 1. = aE(— sin F, cos E), gdzie
przez E oznaczamy tempo zmiany kata E (predkosé katows). Oczywiscie, pole kota
ograniczonego przez rozwazany okrag jest réwne S. = ma>.

Jezeli na plaszczyzne zawierajaca opisany wyzej okrag bedziemy patrzeé¢ nie .z gory”,
ale .z ukosa”, zobaczymy nie okrag, ale elipse o wielkiej potosi a. Zatdézmy, ze
patrzymy z takiego kierunku, ze wskutek rzutowania wspétrzedne y ulegaja skréceniu
o czynnik b/a, gdzie b to dtugos¢ OH, a wspdlrzedne z nie zmieniaja si¢. Oczywiscie,
zmniejszeniu o taki sam czynnik ulegng takze sktadowa y predkosci oraz pole
powierzchni elipsy wzgledem odpowiednich wielkosci dla okregu:

(1) re = (acos E,bsin E),
(2) i. = E(—asin E,bcos E),
(3) Se = mab,

gdzie r. to wektor O_B) Kat F nazywamy teraz anomalig mimosrodowg. Ogniskami
elipsy beda takie punkty F' i G na osi x, ze suma ich odlegtosci od dowolnego punktu
elipsy bedzie stala i rowna 2a. Jesli dlugosci odcinkéw HF' i HG sg réwne a, zas
dlugosei odcinkéw OF i OG sa réwne ae, gdzie e € (0, 1), to z twierdzenia Pitagorasa
dla trojkata OF H mamy

(4) b = ae,

gdzie

(5) e=vV1i-e2=\/(1—e)(l+e).

Zauwazmy, ze rzutowanie zachowuje réwnolegtos¢ wektoréw, ale prostopadtosci juz nie.
Wynika stad w szczegblnosci, ze rzutowana predkosé w A pozostaje styczna do toru
w B, ale nie jest juz prostopadta do OB.

Jesli przeniesiemy ukltad wspélrzgdnyido F (lub G), [ﬂmiefl wodzacy r4+ (r-)
otrzymamy, odejmujac od r. wektor OF = (ae,0) (lub OG = (—ae, 0)), a predkosé
zostanie ta sama:

(6) rr = (z,y) = a(cos E Fe,esin B),

(7) P = (&,9) =aE(—sinE,ecos E).

Powyzsze wzory opisuja tor zgodny z pierwszym prawem Keplera, tj. elipse. Obliczajac
dlugosci r4, tatwo przekonad sie, ze odleglosci F'B i G B punktu B od ognisk F'i G wynosza
(8) r+ =a(l FecosE)

i ich suma rzeczywiscie jest stata i réwna 2a. Ponadto, ze wzoru (8) wynika, ze
minimalna odlegtos$é od ogniska F', wynoszaca p = a(1l — e), jest osiagana w punkcie P
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Elipsa od sznurka do réwnania

Kepler, oczywiscie, nie mogt uzywacé kartezjanskiego
uktadu wspoélrzednych. Dlatego tez elipse opisal

w uktadzie wspoétrzednych biegunowych. Otrzymal go
z najpopularniejszego sposobu rysowania tej krzywej:
wbijamy w plaszczyzne dwie pinezki, do ktorych
przywiazujemy nitke; napinajac ja we wszystkich

mozliwych poltozeniach otéwkiem, otrzymujemy elipse.

Jesli dlugosé nitki jest réwna 2a, to odlegtosé pinezek
(ognisk elipsy) musi by¢ réwna 2ae dla pewnego

€ (0,1), bo inaczej nitka bylaby za krétka. Przy
oznaczeniach z rysunku,

stosujac twierdzenie cosinuséw, otrzymujemy
r2 + (2ae)? — 2r(2ae) cos p = (2a — 7)?,
czyli
r? + 4a%e? — 4rae cos © = 4% — dra + 2.
Odejmujac stronami 2 i dzielac przez 4a, mamy

a€2 —Trecosy =a—r,

czyli
. 1—e?
r(l—ecosp) =a(l —e?) i :u.
1 —ecosyp

Stad od razu wynikaja wzory (6) i (8). [Red.]

dla E = 0; punkt ten nazywamy perihelium. Kosinus kata miedzy
predkoscia 1 a promieniem wodzacym r4 jest proporcjonalny do ich iloczynu
skalarnego i odwrotnie proporcjonalny do dltugosci kazdego z tych wektorow.
Skoro za$ |i - r4|/r+ = eEsin E, katy te dla ognisk + i — sg potozone
symetrycznie wzgledem /2. Wynika stad w szczegdlnosci, ze promien
Swiatta wystany z jednego ogniska i odbity zgodnie z prawami optyki
geometrycznej od elipsy trafi w drugie ognisko. W dalszych rozwazaniach
nie bedziemy juz si¢ wigcej zajmowaé ogniskiem G i opuscimy indeks +.

W sposéb czysto empiryczny, poréwnujac wartoéci okreséw 1" i potosi a,
Kepler odkryt jako trzecie prawo, ze a3/T2 jest state. Postac tej stalej
znalazt dopiero Newton, pokazujac, ze

9 a® _ GM

(9) 7= G
gdzie G 1 M to stala grawitacji i masa Stonca. Dopiero z ostatniego
wzoru tego artykutu przekonamy sie, ze wtasnie taki wybor stalej jest
poprawny. Jednak dla konkretnej planety 7' i a pozostaja state i ich
zwigzek nie ma znaczenia w rozwazaniach ruchu.

Dotad nie zajmowali$my sie czasem ¢, w ktérym jest osiagany punkt B na
elipsie, o ile znamy moment to przejscia przez perihelium P. To zagadnienie
Kepler rozwigzal w oparciu o prawo statych pdl. Cala powierzchnia elipsy
Se = mab jest zakre$lana w czasie jednego okresu T = 27w+/GM /a3, stad
predkos$é polowa to o = S. /T = (ab/2)+/GM/a3. Na podstawie prawa
pdl Kepler przyjal, ze pole Sprp wycinka elipsy zawartego w < BF P

jest proporcjonalne do przedziatu czasu: Sprp = o(t — to). Nastepnie
zauwazyl, ze Spop — Sapor = Sprp. To rownanie Keplera byto kluczem
do rozwiazania problemu. Wycinek elipsy BOP jest rzutem wycinka

kota AOP, stad jego pole jest réwne Spop = (b/a)Saop. Z wyznaczeniem
pola tréjkata BOF o znanych wspolrzednych wierzchotkéw uczony poradzit
sobie bez trudu i ostatecznie przedstawil (w 1619 roku) réwnanie w postaci

GM
a3

(10) E —esinE = (t —to) = N,

gdzie kat N jest zwany anomalig Sredniq, a stata proporcjonalnosci zostala
uwspoélczedniona. Czytelnik Wnikliwy moze sprawdzié, jaki to staly czynnik uczony
uproscil w polach, podajac wzér w postaci (10). Poniewaz po okresie obiegu T lewa
strona réwnania (10) rosnie o 27, zatem to samo robi prawa strona: N = 2w (t — to)/T.
Roéwnanie Keplera nie ma rozwigzania analitycznego, ale dla danego N wartosé
rozwiazania F mozna szybko obliczy¢ metoda Newtona. Przyjmujac pierwsze
przyblizenie rozwiazania, np. jako Fy = 0 lub Ey = 7, nastepne otrzymuje sie ze wzoru

(11)

E, —esinE,, — N

Eni1=FE, —
! 1—ecosE,

Dla rosnacego n iteracje sa szybko zbiezne do prawdziwego rozwiazania E spelniajacego
zaleznosé (10).

Postuzymy si¢ réwnaniem Keplera do obliczenia chwilowej predkosci katowej E,
a stad predkosci liniowej . W tym celu zastanéwmy si¢ nad predkoscia zmian kazdej

Zatem

(12)

(13)
(14)
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ze stron wzoru (10). Czynnik z pierwiastkiem jest staly, mamy wiec do czynienia

z ,ruchem jednostajnym” z predkoéciag N = 1/GM/a3. Po lewej stronie wzoru (10)
predkosé zmian E jest po prostu E. Pozostaje zatem okredli¢ predkosé zmian wyrazu
esin E. Wybierzmy sobie punkt o wspétrzednej s = sin E. W czasie ruchu stosunek
tej wspoélrzednej do y na elipsie pozostaje staly: s/y = sin E/(aesin E) = 1/(ae).
Zatem stosunek tempa ich zmian w czasie $/y musi by¢ identyczny, wiec ze wzoru (7),
$=y/ac = E cos E. Mnozenie przez e odpowiada jedynie zmianie jednostek,

zatem predko$é zmian esin F wynosi es = eE cos E. Podsumowujac rozwazania

o predkosciach zmian obu stron réwnania Keplera, otrzymujemy:

E —eEcosE = +/GM/a3.

GM 1
a3 1—ecosE’

E=

Po drodze otrzymalismy uzyteczny wzér na s. Postepujac podobnie dla w = cos F
i zmian polozenia z, otrzymujemy odpowiednio:

§= ECOSE,
W= —EsinE.
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Rozwigzanie zadania M 1312.
Wyrézniamy dwadziescia jeden punktéw
kratowych (7,0), (4,1), (4,2) dla
j=0,1,...,6.

(0,2) ]

Powiemy, ze na danej prostej x = j
dominuje kolor a, jesli co najmniej dwa
sposrdd trzech wyrdznionych punktéw

na tej prostej sg koloru a. Istniejg

cztery proste, na ktérych dominuje

ten sam kolor — przyjmijmy, ze bialy.
Mozemy wybraé¢ z nich taka pare, ze

albo przynajmniej jedna nie ma czarnego
wyrdznionego punktu, albo obie maja

po jednym na tej samej wysokosci. Wsréd
biatych wyréznionych punktéw na tych
dwéch prostych sa wierzcholtki prostokata.

Czytelnik Wnikliwy zakrzyknie zaraz ze zgroza, ze przed chwilg po prostu wykonali$my
rézniczkowanie. Prawda to, ale korzystaliSmy tu nie tyle z rachunku rézniczkowego,

co z intymnego zwiazku pochodnej z predkoscia. Podstawiajac wzér (12) do (7),
otrzymujemy

(15) . _ G_M( —sinE ecos B )

V a \1—ecosE’1—ecosE
Moment pedu planety o masie m to j = mrv,, gdzie v, jest sktadowa predkosci
prostopadly do r. W bardzo krotkim przedziale czasu At ruch planety moze byé
traktowany jako prostoliniowy z przesunieciem vAt, tak ze zakreslony obszar jest
wydluzonym tréjkatem o boku r i wysokosci v At. Jego pole to AS = rv At/2,
zatem predko$é polowa o = rv, /2 = j/(2m). A zatem keplerowskie prawo statych pél

odpowiada newtonowskiemu prawu zachowania momentu pedu, gdy dziatajaca sita
nie ma sktadowej prostopadtej do promienia.

Dla e = 1 wzér (6) zatamuje sig, bo € = 0, zatem zawsze y = 0, chyba ze a staje sie
wielkie: a — co. Ponadto we wzorze (12) dla E = 0 predkosé katowa staje si¢

wielka, E — 0. By uniknaé tych probleméw, wyrazimy sin E i cos E poprzez
sktadowe jednostkowego wektora kierunkowego (z/r,y/r). Ze wzoréw (6) i (8) mamy
x/r = (cosE —e)/(1 — ecos E) i podobnie y/r = esin E/(1 — ecos E). Rozwiazujac
wzgledem cos E oraz sin F/, mamy

Z 1Le
16 E=-"
(16) cos [4ex
1
(17) sinE = -~2(1 - ecos ).
er
Teraz mozemy podstawi¢ (16) i (17) do wzoru (15), otrzymujac
. GM
18 r=,/————(—siny,cosv +e),
(18) sl )

gdzie zamiast a mamy ¢ = a(1l — e), a potegi 1 — e uprosciliémy. Przy tym nowy kat
v = LBFP, zwany anomalig prawdziwg, wybrano tak, by cosv = z/r i sinv = y/r.
Taki wzér na predkosé to réwnanie parametryczne okregu o srodku przesunietym

o e wzgledem Srodka uktadu. W tym wzorze nie dzieje si¢ nic osobliwego dla e =1

i mozna oczekiwad, ze stosuje sie on do ruchu keplerowskiego po paraboli e = 1

i po hiperboli e > 1. Przy tym dla paraboli poczatek uktadu (0, 0) lezy na obwodzie,
czyli predkos¢ dazy do 0 dla v — 7. Natomiast dla e > 1 poczatek lezy poza okregiem
predkosci, zatem predko$¢ nigdy nie spada do zera, a jej kierunek musi sie zawieraé¢
w kacie ograniczonym stycznymi do okregu wyprowadzonymi z poczatku uktadu.

Z zachowania predkosci polowej wynika, ze w perihelium, dla v = 0, predkos¢ ma
by¢ najwieksza — zatem tylko dalsza od poczatku czes¢ okregu pomiedzy stycznymi
odpowiada rzeczywistemu ruchowi po hiperboli.

Przyspieszenie ¥ to szybkos¢ zmiany predkosci r. Jedyna wielko$¢ zmienna we
wzorze (18) to v, zatem, wykorzystujac réwnania (14) i (13) dla predkosci zmian tej
wielkosci, mamy ¥ = /GM /q(1 + e¢)(—v cosv, —vsinv). Predkosé katowa v trzeba
wyznaczy¢ z predkosci polowej 20 = rv i, gdzie po prostu v, = rv. Mamy zatem
20 = r?v, stad v = 20/r? i ostatecznie

(19) 'f:fGM<£ g).

r2 \r'r

W ten sposéb powtoérzyliémy dowéd Newtona, ze prawa Keplera wymagaja ruchu

z przyspieszeniem proporcjonalnym do 1/ r? i skierowanym do obieganego ciata

w ognisku elipsy. To, ze sita ma by¢ proporcjonalna do m/r?, gdzie m to masa
planety, wynika z drugiego prawa dynamiki, natomiast proporcjonalno$¢ do masy M
Stonca (drugiego ciata) wynika z trzeciej zasady dynamiki i zalozenia symetrii prawa
grawitacji wzgledem obu przyciagajacych si¢ cial.

W catych rozwazaniach popetniliémy dwie niedoktadnosci: zaniedbaliémy ruch Stonca
wokoét srodka masy uktadu dwoéch ciat oraz przyciaganie innych planet. Z prawa
cigzenia powszechnego wynika przyciaganie sie wszystkich cial uktadu stonecznego,

a nie tylko Stonca i danej planety. Pomijajac to, popehiliémy btad, wskutek ktérego
rzeczywiste potozenie planety na niebie moze oscylowaé wzgledem obliczonego

o wielko$¢ tarczy Ksiezyca. W rachunkach bardziej Scistych oblicza sie poprawki do
przestrzennej orbity keplerowskiej lub dopasowuje sie chwilowa orbite keplerowska
styczng do prawdziwej, zwang orbitq oskulacyjng. Oczywidcie, jej parametry beda sie
nieco rézni¢ od wyjsciowych i beda réwniez zmieniaé sie w czasie.
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