Informatyczny kacik olimpijski (41): Samogenerujacy sie ciag

W tym numerze Delty duzo uwagi poswigcono

ciggowi EKG, ktory zaréwno z matematycznego,

jak i z informatycznego punktu widzenia przejawia
wiele interesujacych wlasnosci. W kaciku kontynuujemy
temat ciekawych ciagéw liczbowych. Zajmiemy si¢
zadaniem Cigg z finalu II Olimpiady Informatycznej
Gimnazjalistow, w ktérym poproszono uczestnikow

0 wyznaczenie n-tego wyrazu pewnego ciagu,
zwyczajowo wigzanego z nazwiskiem matematyka
Solomona Golomba.

Ciag ten jest niemalejaca sekwencja liczb calkowitych
dodatnich (ax)72 ,, taka ze aj oznacza laczna liczbe
wystapien liczby k w tej sekwencji. To juz cala
definicja; sprébujmy rozszyfrowaé, jak wyglada ten
tajemniczy ciag.

Zacznijmy od poczatku, czyli od wyrazu a;. Poniewaz
a1 > 0, wiec w ciaggu musi wystapi¢ co najmniej
jedna jedynka, a skoro ciag jest niemalejacy, to musi
zaczynaé sie od jedynki, czyli a; = 1. Przejdzmy teraz
do as. Otdz nie moze by¢ as = 1, gdyz w ciagu mamy
dokladnie jedna jedynke (a; = 1). Stad ag > 2, czyli
— podobnie jak poprzednio — w ciggu jest co najmniej
jedna dwdjka, wiec as = 2. To oznacza, ze w ciagu
mamy lacznie dwie dwojki, czyli az = 2. A zatem

w ciagu mamy dwie tréjki, ays = a5 = 3. To z kolei
oznacza, ze mamy po trzy czworki i piatki, czyli nasz
ciag zaczyna si¢ tak: 1, 2, 2, 3, 3,4, 4,4, 5,5, 5.

Widzimy, ze mozemy dalej rozumowaé w ten sposob;
co wiecej, otrzymujemy algorytm na generowanie
wyrazow ciaggu Golomba. Startujemy od a; =1

ias =as = 2, po czym dla kazdego kolejnego

k = 3,4,... na koniec ciagu wstawiamy aj wyrazéow
réwnych k (ciag reprezentujemy w zwyklej tablicy).
Za kazdym razem dodajemy wiecej niz jeden wyraz,
wiec nigdy nie bedziemy musieli ,zgadywac¢” — kiedy
dojdziemy do indeksu k, bedziemy juz znali ay.
Kontynuujemy to postepowanie, az przypiszemy
wartos¢ a,,. Koszt czasowy i, niestety, takze pamieciowy
to O(n). Za taki naturalny algorytm mozna byto na
zawodach uzyskaé 40% punktow.

Sprébujmy usprawnié ten algorytm, przede wszystkim
pod wzgledem zapotrzebowania na pamieé. Kluczowe
spostrzezenie juz wlasciwie poczyniliémy poprzednio:
kiedy natrafiamy na wyraz ax, dopisujemy na koniec
ciaggu pelne ax nowych wyrazéw, a tymczasem
przesuwamy sie indeksem zaledwie o 1 (do aj41).

A im dalej, tym ay, jest wieksze. To oznacza, ze istotnie
rosnie nam ,ogon” juz obliczonych wartosci, ktére
pozostaja do przejrzenia. Algorytm moze sie zakonczy¢,
gdy juz przetworzony fragment ciagu wraz z tym
ogonem ma co najmniej n wyrazow. Poniewaz ogon
jest dhugi, wiec bedziemy przechowywa¢ w tablicy tylko
pewna poczatkowa liczbe wyrazéw ciggu, a ponadto
bedziemy pamietaé¢ dlugosé pozostatego ogona.

Oznaczmy przez Ay sume k poczatkowych wyrazéw
ciagu a (niech Ag = 0). W tablicy musimy przechowywaé

18

jedynie pierwsze m wyrazéw ciagu, takich ze A,, > n.
Jak duze musi by¢ to m? Sprawdzmy eksperymentalnie!
Za pomoca poprzedniego algorytmu obliczamy, ze

a1 000000 = 6137, co pozwala zgadnaé, iz aj =~ Vk.

Przy tym zalozeniu mamy, ze

Ap=a1+...4am~V1+...+V/m=
2 2
%gmngmg/Q

Stad A,, > n dla m rzedu n?/3. Jest to istotnie lepiej
niz poprzednio, a sam algorytm pozostal prosty:
obliczamy poczatkowy fragment ciagu diugosci

rzedu n?/3 (doktadna dlugo$é mozemy wyznaczyé
eksperymentalnie, rozwazajac gérne ograniczenie

na n), po czym obliczamy kolejne A; do momentu, gdy
Ay > n — 1; wéwcezas a,, = k. Za takie podej$cie mozna
bylo otrzymaé 70% punktéw; pozwala ono obliczyé

np. az 000000000 = 673 365.

To oznacza, ze musi da¢ sie jeszcze lepiej! W poprzedniej
metodzie z m-elementowego poczatkowego fragmentu
ciagu wnioskowaliSmy o A,, wyrazach ciagu. Teraz
zwiekszymy te liczbe.

Zalézmy, ze mamy obliczone aq, ..., a,;,. Woéwczas
dla kazdego k = 1,2, ..., m wiemy, ze na pozycjach
Ax_1+1,..., A w naszym ciggu pojawia sie liczba k.
To z kolei oznacza, iz kazda z ai liczb Ap_1 +1,..., Ag
wystepuje w ciagu k razy. Nasz ciag wyglada zatem tak:
jedno wystapienie liczby A1, po dwa wystapienia liczb
Ay +1,..., Ay, po trzy wystapienia liczb As +1,..., A3
itd. W ten sposéb na podstawie pierwszych m wyrazow
ciagu jesteSmy w stanie ustali¢ B, =Y ", a; - i
poczatkowych wyrazéw ciagu. Liczbe B, szacujemy
podobnie jak poprzednio:
Bp=1a1+...+m-ay,~

~1-Vi+...4+m-vym=~

o202 =2 5

N Vm = UL
Stad warunek B,, > n zachodzi juz dla m rzedu n?/°.
Doktadny opis algorytmu opartego na wartosciach By,
podobny do poprzedniego, pozostawiamy Czytelnikowi.
To jest rozwiazanie wzorcowe tego zadania; za jego
pomoca obliczamy, ze np. aigis = 160 113 790 524.

Na koniec winni jesteSmy Czytelnikowi drobne
sprostowanie: otéz odgadniete oszacowanie ay ~ vk
jest nieprawdziwe, lecz nie jest zbyt odlegle od
poprawnego. W rzeczywistodci ap ~ ¢>~¢ - k¢~ 1,

przy czym ¢ = (1 ++/5)/2, czyli ay jest rzedu k%62,

Po wiecej informacji na ten temat odsylamy do
Internetowej Encyklopedii Ciagéw Liczbowych na
stronie http://oeis.org, ktéra, swoja droga, polecamy
wszystkim mito$nikom ciekawych ciagow.

I jeszcze pytanie do Czytelnika: czy mozna dalej
usprawnia¢ podane algorytmy, wprowadzajac
odpowiednie ciagi pomocnicze Cy, Dy itd.?
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