Ciag EKG, czyli zaskakujgca zabawa z teorig liczb
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Teoria liczb w wielu miejscach jest zaskakujaca i nieprzewidywalna, co —

na poziomie elementarnym — objawia si¢ przede wszystkim przez nieregularne

i trudne do opisania rozmieszczenie liczb pierwszych w zbiorze liczb naturalnych.
Wraz z Piotrem Hofmanem zmierzyliSmy sie z tym fenomenem, badajac

tzw. ciag EKG: prosty do zdefiniowania, a z bardzo ciekawymi wlasciwosciami.

Ciag EKG a,, okreslamy nastepujaco: a1 =1, as = 2 i dalej a,, 41 jest
najmniejsza liczba catkowita dodatnig niewystepujaca wezesniej w ciagu, taka ze
NWD(ay,, an+1) > 1. Jako pierwszy zajmowal si¢ tym ciagiem Ayres, nastepnie
badali go Lagarias, Rains i Sloane.

Skad nazwa ciag EKG? Pierwsze 40 wyrazow ciagu nam moze tego nie powie:
1 2 4 6 3 912 8 10 5

15 18 14 7 21 24 16 20 22 11

33 27 30 25 35 28 26 13 39 36

32 34 17 51 42 38 19 57 45 40
ale jesli narysujemy wykres pierwszych 200 wyrazéw (rys. 1), to zobaczymy co$
ciekawego. Nasuwa si¢ pytanie: czemu zawdzigczamy te ,skoki” na wykresie,
przypominajace zachowanie elektrokardiogramu? Przesledzenie wyrazow ciagu
EKG pokazuje, ze te skoki to tréjki kolejnych wyrazéw postaci 2p, p, 3p dla liczb
pierwszych p.

Lagarias, Rains i Sloane wykazali, miedzy innymi, ze ciag a,, jest permutacja
liczb catkowitych dodatnich, ze liczby pierwsze pojawiaja sie w nim
w kolejnosci rosnacej i ze asymptotycznie zachowuje sie on liniowo (dokladniej,
n/260 < a, < 14n dla kazdego n). Rysunek 2, pokazujacy pierwszych 10000
wyrazéow ciggu EKG, sugeruje, ze powinnismy potrafi¢ udowodnié¢ duzo
doktadniejsze ograniczenia: poza skokami, a,, jest réwne prawie doktadnie n.
Oznaczmy a!, = 2p, jedli a,, = p lub a,, = 3p dla liczby pierwszej p, i al, = ay
w przeciwnym przypadku. Ta definicja ,tagodzi” skoki. Spodziewamy sie
wiec, ze bedzie al, ~ n, tj. lim, . a,,/n = 1. Bazujac na eksperymentach
numerycznych, Lagarias, Rains i Sloane postawili nastepujace hipotezy:
1. w ciagu EKG kazda liczba pierwsza p > 2 wystepuje w tréjce 2p, p, 3p;
2. lim,, .o al,/n = 1, a dokladniej a, ~ n(1 +1/(3logn)).
Wraz z Piotrem Hofmanem udowodnilismy pierwsza hipoteze i czedciowo druga:
wykazalidmy, Ze istnieje taka stala uniwersalna C, ze
al C
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co oczywiscie implikuje lim,, o a!, /n = 1. Dowdd powyzszego oszacowania jest
zmudny i wymaga wielu drobnych technicznych krokéw. Za to dowdd pierwszej
hipotezy jest dosé krotki i przedstawie go w dalszej czesci artykutu.

Jesli ¢ jest liczba pierwsza dzielaca zaréwno a,, jak i a,—1, to ¢ nazywamy
liczbg sterujgeq wyrazu a,, (to nie jest definicja jednoznaczna, dla jednego a,
mozemy mie¢ wiele liczb sterujacych). Zauwazmy, ze a,, jest najmniejsza liczba
niewystepujaca wezedniej w ciagu, a podzielna przez q.

Kluczowe jest nastepujace spostrzezenie. Ustalmy liczbe rzeczywista x > 0.
Wowczas, dla kazdej liczby pierwszej ¢ istnieje co najwyzej jeden taki wyraz
ciagu ay, ze ap—1 < T < a, 1 q jest liczba sterujaca a,. Istotnie, zauwazmy,

iz jesli q jest liczbg sterujaca a, i © < a,, to wszystkie liczby mniejsze od x
podzielne przez ¢ wystapily wezesniej w ciggu. Czyli jesli dla pewnego n’ > n
mamy a, —1 < x, to g nie dzieli a,,y_1, a wiec nie moze by¢ liczba sterujaca a,, .

Zalézmy, ze pewna liczba pierwsza p pojawia sie w ciagu niepoprzedzona
wyrazem 2p, czyli an+1 = p, a, = mp dla pewnych catkowitych n > 11im > 2.
Lagarias, Rains i Sloane udowodnili, ze wéwczas a,, jest pierwszym wyrazem
ciggu podzielnym przez p. W szczegdlnosci oznacza to, ze 2p nie wystapito

w ciagu przed pozycja n.
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Rozpatrzmy zbiory

A:{1<i<n:ai,1<2p<ai} i B:{1<i<n:ai>2p>ai+1}.
Zauwazmy, ze |A| — |B| =1, gdyz a1 < 2p i a,, > 2p. Doprowadzimy do
sprzecznoéci, dowodzac, ze je$li m > 2 i p jest wystarczajaco duze, to zbiér B
jest duzo wiekszy niz A.

- - Jak wykazali Lagarias, Rains i Sloane, liczby pierwsze pojawiaja si¢ w ciagu
EKG w kolejnosci rosnacej, czyli przed pozycja n nie pojawila sie liczba
pierwsza wieksza niz p. Jedli q jest liczbg sterujaca wyrazu a, i n’ < n, to

q jest kandydatem na wyraz a,, wigc pojawia sie w ciggu na pozycji n’ lub
wczesniejszej. Wnioskujemy stad, ze wszystkie liczby sterujace do pozycji n sa
mniejsze niz p. Z podanego przed chwila ,kluczowego spostrzezenia” wiemy,

ze dla kazdej liczby pierwszej ¢ < p istnieje co najwyzej jeden taki indeks ¢, ze
a;—1 < 2p < a; i q jest liczba sterujaca a;. Liczb pierwszych nie wiekszych niz p

jest nie wiecej niz cp/log p dla pewnej stalej uniwersalnej ¢, czyli

|A] < cp/log p.
Spéjrzmy teraz na zbior B. Niech g bedzie liczbg sterujaca wyrazu a,, = mp;
oczywiscie ¢ jest dzielnikiem m. Wobec tego liczby kg dla 1 < k < (mp/q — 1)
musialy pojawié si¢ w ciagu wczesniej. Oznaczmy

B ' ={1<i<n:2q]|a;oraz a; > 2p}.

Indeksy wszystkich parzystych wyrazéw postaci kq (podzielnych przez 4, jesli
q = 2), wigkszych od 2p, naleza do B’, wobec tego
mp — 2p P
Bl>|—=|>1|=z|.
1> 22> |3
Z drugiej strony, jesli i € B’, to 2p jest potencjalnym kandydatem na
wyraz a;i1, czyli a;11 < 2p. Mamy wigc B’ C B, zatem

|B| > |p/6].
Wobec tego dla odpowiednio duzych p mamy |B| > |A].

Wryliczywszy doktadnie stale w powyzszym rozumowaniu, mozna dowiesé,
ze |B| > |A| juz dla p > 25000. Teza dla mniejszych wartosci p zostala
sprawdzona numerycznie przez Lagariasa, Rainsa i Sloane’a, wiec hipoteza
zostala udowodniona dla wszystkich p > 2. Dowdd zakonczony.

Jak wyznaczaé¢ wyrazy ciggu EKG? Jakub RADOSZEWSKI

Po przeczytaniu artykulu Marcina Pilipczuka trudno nie odnies¢ wrazenia, ze nasz
zaséb wiedzy o zachowaniu ciagu EKG opiera sie przede wszystkim na wynikach
eksperymentéow komputerowych, natomiast dowody otrzymanych w ten sposéb
hipotez pojawiaja sie z pewnym opdznieniem. Co wiecej, niektére wlasnosci

nie doczekaly sie jeszcze Scistych dowodow, choé dane doswiadczalne pokazuja je
na tyle wyraznie, ze ciezko byloby nie wierzy¢ w ich prawdziwosé. Widzimy tu, ze
informatyka zaczyna pelnié¢ funkcje eksperymentalnej poddziedziny matematyki.
Co ciekawe jednak, nie chodzi tu tylko o latwiejsze stawianie hipotez — wyniki
obliczen moga stanowié¢ fragmenty dowodu odkrytych za ich pomoca wtasnosci!
W przypadku ciagu EKG przejawilo sie to w automatycznym sprawdzeniu
prawdziwosci hipotezy dla pewnej liczby poczatkowych wyrazéw ciagu (dla
pozostalych zadzialalo rozumowanie czysto matematyczne), ale zdarzaly si¢ juz
w historii problemy, dla ktérych caly dowod opieral sie na komputerowej analizie
przypadkéw — na przyktad dowdd faktu, ze kazda mape (graf planarny) mozna
pokolorowaé czterema kolorami, tak aby zadne dwa sasiednie panistwa (wierzcholtki)
nie miaty tego samego koloru. Niektorzy twierdza, ze takie rozumowanie, oparte
w znacznej mierze na programach komputerowych i czesto obszernych wynikach
ich dzialania, nie jest wlasciwie zadnym dowodem. Jest to argument poniekad
stuszny — ciezko recznie zweryfikowaé¢ poprawnosé tego typu wywodu. Ten medal
ma jednak dwie strony. Otéz przypomnijmy sobie chociazby liczne ,dowody”
Wielkiego Twierdzenia Fermata, publikowane bez mata przez trzy stulecia,

ktoére nie uzywaly zadnych podejrzanych metod informatycznych, a mimo
wszystko okazywaly sie nieprawdziwe (niepelne). Czy autorzy tych ,dowodéw”
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