Jest to skrot pracy uczniowskiej
nagrodzonej zlotym medalem w XXXII
Konkursie Prac Uczniowskich

z Matematyki w 2010 roku (Olsztyn).
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Obierajac na plaszczyznie protokatny
uktad wspoétirzednych, mozemy punkt
o wspolrzednych (z,y) utozsamiaé

z liczbg zespolong x + iy. Takie
przyporzadkowanie punktom liczb
zespolonych nazywamy ukladem
wspolrzednych zespolonych.

Urok zbioru u
Michal MISKIEWICZ

Tematem mojej pracy byly wtasnosci pewnych szczegblnych punktéw na
plaszczyznie — punktow tytutowego zbioru p. W ponizszym tekscie przedstawie
niektore z tych wlasnosci oraz przyktady pokazujace, ze przy uzyciu
dowiedzionych twierdzeii mozna wyciagna¢ wiele niemal natychmiastowych
wnioskow.

Definicja. Niech A = {A;,..., A,} bedzie zbiorem punktow na plaszczyznie.
Wezmy taki punkt X, ze dla kazdej prostej k przechodzacej przez X suma
kwadratow odleglosci punktow Ay, ..., A, od k jest taka sama. Zbior u(A)
definiujemy jako zbior wszystkich punktow X spelniajacych powyzszy warunek.

Na przyklad, jest oczywiste, ze dla dowolnego punktu A zachodzi u({A4}) = {A4}.
Natomiast pierwszy przypadek zbioru p, z ktérym sie zetknatem, pochodzi

z zadania Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow. Ponizej podaje rozwiazanie
jednego z uczestnikow.

Przyklad 1 (zadanie 3. z I etapu IV OMG). Dany jest kwadrat ABCD
o Srodku w S. Wowczas S € n({A, B,C,D}).

Wezmy dowolna prosta k przechodzaca przez S. Poprowadzmy do niej
prostopadla w S i nazwijmy ja . Przez |Ak| bedziemy oznaczaé odlegtosé punktu
A od prostej k. Z twierdzenia Pitagorasa zachodzi réwnosé |Ak|? + |Al]> = AS?
oraz analogiczne réwnosci dla punktow B, C, D. Wobec tego sumy kwadratow
odlegtosci od k i [ wziete razem daja AS? + BS? + CS? + DS?. Ponadto, ze
wzgledu na symetrie sytuacji, sumy odleglosci wierzchotkéw kwadratu od
prostych k i [ musza byé¢ rowne. Stad juz otrzymujemy, ze suma kwadratow
odleglosci A, B, C, D od k wynosi %(ASv2 + BS? + CS? + DS?), jest zatem
niezalezna od wyboru k.

Inna metoda rozwiazania jest wykazanie najpierw, ze S € u({A, B})

i analogicznie S € u({C, D}); stad juz tatwo wynika teza. Mozna wyobrazié¢ sobie
sporo przykladow opartych na podobnych obserwacjach. Proba znalezienia
og6lnych warunkéw na to, kiedy zbior p jest niepusty, lub tez kiedy dany punkt
nalezy do zbioru p, w naturalny sposéb prowadzi do ponizszego twierdzenia.
Podaje ono takie warunki wyrazone analitycznie, a ponadto pozwala na
wyciaganie dosé¢ ogdlnych wnioskéow, ktére zostana zaprezentowane dalej.

Twierdzenie. Niech A={A1,..., A} bedzie zbiorem punktow na plaszczyznie,
a S — srodkiem masy tych punktow. Wowczas zbior u(A) jest jedno- lub
dwuelementowy i symetryczny wzgledem S.

Dowdd. Wprowadzmy uktad wspotrzednych zespolonych. Liczbe zespolona
odpowiadajaca punktowi Ay bedziemy oznaczaé aj. Sprawdzmy najpierw
warunki rownowazne temu, ze 0 € (A). Zamiast liczy¢ odleglosci naszych
punktow od zmiennej prostej przechodzacej przez 0, bedziemy dla zmiennej
liczby « z okregu jednostkowego liczy¢ odlegtosci avaq, . . ., aa,, czyli obroconych
wokoét 0 punktéow aq,. .., a,, od prostej urojonej. Zgodnie ze wzorem

R(z) = %(x +7T) suma kwadratow odleglosci tych punktow od prostej urojonej to
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Pierwszy czlon jest, oczywiscie, staly, natomiast gdy « przebiega okrag
jednostkowy, liczba w nawiasie przebiega okrag o srodku w 0. Gdy ¥.3_; a # 0,
czes¢ rzeczywista, oczywiscie, jest zmienna — dlatego 0 ¢ u(A). W przeciwnym
przypadku rozwazany okrag jest zdegenerowany do punktu i wtedy 0 € u(A).
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Warto zauwazy¢, ze jesli warunek na
nalezenie punktu = do p(A) zapiszemy we
wspolrzednych kartezjanskich, to problem
okazuje si¢ rownowazny nastepujacemu:

w przestrzeni dla danych prostych a || b

i punktu S wykazaé, ze istnieje jedna lub
dwie pary punktéw A € a, B € b, takie ze
odcinki SA i SB sa rowne i prostopadte.

Otrzymalismy wiec warunek konieczny i dostateczny dla zera. Aby sprawdzié
warunek dla punktu z, wystarczy przesunaé¢ nasze punkty o wektor —z.
Nastepujace warunki sg wiec rownowazne warunkowi x € pu(A):

n n n
Sar-2)*=0, na?-2z > ar+ Y. aj =0.
k=1 k=1 k=1

Otrzymalismy réwnanie kwadratowe, ktore, oczywiscie, ma jedno lub dwa
rozwiazania w zbiorze liczb zespolonych, przy czym ze wzoru Viéte’a ich srednia
arytmetyczna to % Yoy Gk, czyli punkt S. O

Korzystajac z wyzej wykazanej wlasnosci zbioru p, mozna tatwo wyprowadzaé
kolejne. W szczego6lnoscei, po doktadnym przyjrzeniu sie dowodowi okazuje sie, ze
warunek z definicji mozna znaczaco ostabic.

‘Whiosek. Niech A bedzie skoriczonym zbiorem punktow na plaszczyznie.
Wowczas zbior p(A) sklada sie ze wszystkich takich punktow X, ze dla pewnych
trzech réznych prostych ki, ko, k3 przechodzacych przez X suma kwadratow
odlegltosci punktow z A od ki, ko i k3 jest taka sama.

Ponizsze przykltady mozna rozwiazaé przy uzyciu uktadu wspoélrzednych
(sprawdzajac wyprowadzone w twierdzeniu warunki), ale tatwiej jest zastosowac
uzyskane wyniki jakosciowe.

Przyklad 2. Niech A1As... A, bedzie n-kgtem foremnym o Srodku S. Wtedy
u({AlaAZaAn}) = {S}

Zgodnie ze wspomnianym wnioskiem, aby wykazaé¢ nalezenie S do zbioru p,
wystarczy zauwazyé, ze ze wzgledu na symetrie suma kwadratéow odlegtosci od
prostych SAq, SAs, SAj3 jest taka sama. Co prawda uzyty argument wymaga
naprawy dla n =4, ale na szczescie ten przypadek zostat juz rozwazony. Skoro S
to érodek ciezkosci rozwazanych punktéw, to zgodnie z twierdzeniem jest
jedynym punktem zbioru pu.

Przyktad 3. Zbadajmy zbior u({A, B,C,D}), gdzie ABC'D jest rombem
o katach 60° i 120°, czyli sktadajacym sie z dwoch trojkatow rownobocznych.
Przyjmijmy, ze AC > BD.

Zauwazmy, ze odleglosci |A, BD|, |A, BC|, |C, BD|, |C, AB|, |D,AB|, |D, BC| sa
rowne. W zwiazku z tym sumy kwadratéow odlegtosci wierzchotkéw rombu od
prostych AB, BC' i BD takze sa rowne. Oznacza to, ze B € u({A, B,C, D}).
Stosujac twierdzenie, otrzymujemy u({A, B,C,D}) ={B, D}.

W dalszej czesci mojej pracy zajmowalem sie, miedzy innymi, charakteryzacja
zbioréw o jednoelementowym zbiorze p, to jest takich, ze srodek masy nalezy do
zbioru p. Opisatem takze geometryczne znaczenie zbioru p, gdy rozwazamy zbior
wierzchotkow trojkata. Z mozliwych drog uogodlnienia tego problemu szczegolnie
ciekawe wydaje mi si¢ postawienie analogicznych pytan dla zbiorow w wyzszych
wymiarach. Otrzymane analitycznie warunki sa podobne, ale nie doszedtem do
dobrego opisu klasy takich skoriczonych zbioréw punktéw przestrzeni co najmniej
tréjwymiarowej, ktére maja niepusty zbiér pu. Mozna tez zastanowié sie nad
dostosowaniem definicji zbioru p do zbioréw nieskonczonych.

Rozwigzanie zadania F 786. Rozwiazanie
nie zalezy od ksztaltu naczynia — srodek
cigzkosci lezy najnizej, gdy naczynie
napelnimy, tak by znalazl si¢ on na
powierzchni wody.

Jesli bowiem poziom wody w naczyniu lezy
ponizej srodka ciezkosci, to dolanie do
naczynia niewielkiej ilosci wody spowoduje
obnizenie $rodka cigzkosci, gdyz srodek
cigzkosci dodawanej wody lezy ponizej srodka
ciezkosci naczynia z woda przed dolaniem.

Jesli natomiast poziom wody w naczyniu lezy
powyzej srodka ciezkosci, to odlewanie
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z naczynia niewielkiej ilosci wody spowoduje
réowniez obnizenie §rodka ciezkosci, gdyz srodek
cigzkosci ujmowanej wody lezy powyzej srodka
cigzkosci naczynia z woda przed jej ujeciem.

Z tych dwoéch faktow wynika, ze podwyzszanie
poziomu wody, gdy srodek ciezkosci lezy
powyzej tego poziomu, oraz obnizanie poziomu
wody, gdy $rodek ciezkosci lezy ponizej tego
poziomu, powoduja obnizanie potozenia $rodka
cigzkosci. Zatem Srodek ciezkosci lezy najnizej,
gdy znajduje sie na powierzchni wody.

Autorem rozwigzania jest Marcin
Peczarski.



