Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

/MY

Zadanie 5 mialo tres¢ nastepujaca:

Dany jest czworoScian foremny opisany na sferze
o promieniu 1. Udowodnij, ze w tym czworoscianie mozna
umiescic 6 kul o promieniu = w taki sposdb. aby kazide dwic

kule miaty co najwyzej jeden punkt wspdlny.

Kluczem do rozwiazania tego zadania okazala sie pewna
wlasno$¢ czworoscianu foremnego:

Wszystkie wysokosci czworoscianu foremnego przecinajqg sie w
jednym punkcie, a punkt ten dzieli kazdg z wysokosci

w stosunku 3 : 1, liczqc od wierzchotka. Punkt ten jest
jednocze$nie Srodkiem kuli wpisanej i opisanej na
czworoscianie foremnym.

Dowdd wlasnosci pozostawiamy Czytelnikom.

Rozwiazanie 1

Poniewaz w czworodcian ABC'D mozna wpisa¢ kule S

o $rodku O i promieniu 1, wysokos$¢ tego czworoscianu
wynosi 4 (na podstawie przytoczonej wilasnosci).
Przeksztalémy czworoscian foremny ABCD przez
jednoktadno$é wzgledem punktu A o skali % W efekcie
otrzymamy czworoscian AB'C’'D’ (rysunek 1). Korzystajac
z wlasnosci jednokladnosci, wnioskujemy, ze plaszczyzna
B'C’'D’ przecina wysoko$¢ AH w punkcie G w taki sposob, ze
AH = %AG, a kula S jest rowniez styczna do plaszczyzny
B'C’'D’. Zatem kula S; wpisana w czworoécian AB’C'D’ ma
promien % i ma tylko jeden punkt wspélny z kula S.

Analogicznie pokazujemy. ze istniejg cztery kule o promieniu
% umieszczone w kazdym .rogu” czworoscianu ABCD. Kazda
z tych kul ma tylko jeden punkt wspolny z kula S. Poniewaz
kula S ma promien 1, wiec mozna umiesci¢ w niej dwie kule

0 promieniu %, ktore maja tylko jeden punkt wspolny.

Zatem otrzymalismy szes¢ kul, ktore spelniajg warunki
zadania.

Rozwigzanie 2

Niech A, B1,C1, D1, E;., Fy beda odpowiednio srodkami
krawedzi AB, BC, CD, DA, CA, BD. Przeksztalémy kule S
i czworoscian ABC D przez

a) jednoktadnos¢ o srodku A; i skali 3,

b) jednokladnosé o srodku Ci i skali 1.

Efektem tych przeksztalcen beda dwa czworosciany
(rysunek 2), ktore maja tylko jeden punkt wspoélny — jest to
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W dniu 8 stycznia 2011 roku odbyly sie zawody II stopnia VI Olimpiady
Matematycznej Gimnazjalistow, w ktorych uczestniczylto 669 uczniéw. Sposrod
nich 187 zostalo zakwalifikowanych do zawodéw stopnia III.

W czasie zawodow II stopnia uczniowie rozwiazywali pie¢ zadan, a my
chcieliby$my przedstawié rozwiazania jednego z nich.

srodek kuli S. Zatem kule wpisane w te czworosciany nie
maja punktéw wspolnych.

Przeksztalémy teraz kule S przez
a) jednoktadnos¢ o srodku A; i skali %,
b) jednoktadnosé¢ o srodku FE i skali %

Obrazami $rodka kuli S beda srodki kul o promieniach %
znajdujace sie w potowie odcinkow OA, i OF;. Wykazemy
teraz, ze kule te nie majg punktéw wspdlnych.

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, wyliczamy, ze
czworoscian foremny o wysokosci 4 ma krawedz diugosci 2v/6.
Zatem odleglosé punktow A; i E; wynosi V6. Srodki bokow
OA; i OF; w trojkacie OA; E; pozostaja w odleglosci o8
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ktora jest wieksza od 1.

Zatem we wnetrzu czworo$cianu ABC' D mozna umiesci¢ szesé
kul: kazda z nich jest obrazem kuli wpisanej w czworoscian
ABCD w jednokladnoéci o skali § i srodku bedacym
srodkiem krawedzi czworo$cianu.

Nasuwa sie pytanie, czy we wnetrzu podanego czworoscianu
ABCD daloby sie zmiesci¢ wiecej kul.

Okazuje sie, ze 4 kule umieszczone w narozach czworo§cianu
jak w rozwigzaniu 1 oraz 6 kul z rozwiazania 2 nie maja
punktow wspolnych. Latwo zauwazy¢, ze srodki dwoch
sasiednich kul sa srodkami bokéw AO i A10 w trojkacie

AOA;, a ich odleglos¢ jest réwna @, czyli jest wieksza od 1.

Zadanie z rozmieszczeniem 10 kul mozna réwniez rozwigzac
przez obliczenie wysokosci czworoscianu ,,opisanego” na
piramidzie ztozonej z 10 kul (rysunek 3). Wystarczy
zauwazy¢, ze czworoscian ,opisany” na piramidzie jest
obrazem czworoscianu o krawedzi 2, ktorego wierzchotkami sa
srodki czterech naroznych kul, w jednokladnosci o srodku

w punkcie przeciecia wysokosci kazdego z czworoscianéw.
Wysokosé takiego czworodcianu wynosi 2‘/_% i jest mniejsza
od 4, czyli czworodcian ten miesci sie w czworo$cianie
opisanym w tresci zadania.

Zadanie z rozmieszczeniem 6 kul rozwiazalo niewielu
uczestnikow IT etapu OMG. Mozna podejrzewaé, ze

z rozwigzaniem zadania w wersji trudniejszej — o 10 kulach —
poradziloby sobie wiecej 0os6b, bo ustawienie tych kul

w piramide jest pomyslem naturalnym.
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