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Roztanczone pchly

W Bajtocji mozna spotka¢ wedrownych treseréw pchet. Pchly uczone sa tarca,
polegajacego na wykonywaniu precyzyjnych skokéw w rytm muzyki. Doktadnie
wyglada to tak: treser uktada na stole w rzadku ponumerowane kolejno zetony.
Na kazdym zetonie, oprocz jego numeru, jest réwniez napisany numer zetonu, na
ktory powinna z niego skoczy¢ pchta — na kazdym zetonie ten numer jest inny.
Nastepnie treser ustawia po jednej pchle na kazdym z zetonow i wlacza muzyke.
Na poczatku kazdego taktu kazda z pchel wykonuje skok wprost na zeton,
ktorego numer jest napisany na zetonie, na ktérym w danej chwili stoi.

Dzisiaj Bajtazar zamierza tresowaé¢ swoje ulubione 10 pchel, ktérym swego czasu
nadal pieszczotliwe imiona bedace kolejnymi literami alfabetu tacinskiego.
Wiemy, ze Bajtazar napisal na zetonach nastepujace liczby:

liczba na zetonie | 7 |4 [ 8|2 (101|659 3
zeton | 1|23 |4 5 [6]7]8]9]10

oraz ze ustawil swoje pchty w kolejnosci alfabetycznej. A zatem na poczatku
taiica pchly tworza uklad

A/B|C|D/E|F|G|H|I|J
1121345167 |8]9]10

oznaczany w skrocie ABCDEFGHILJ, po pierwszym takcie muzyki — uktad:

FID|J|BIH|G|A|C|TI]|E
11213456 |7[8]9]10

oznaczany w skrocie FDJBHGACIE, po drugim takcie muzyki — uktad
GBEDCAFJIH itd. Bajtazar zastanawia sie, jaki bedzie uktad pchet po
odtariczeniu catej piatej symfonii Bajthovena, ktora dziwnym trafem sklada sie
z doktadnie 2011 taktow.

Sprobujmy pomoc Bajtazarowi przewidzie¢ ten uktad. Zacznijmy od przyjrzenia
sie, jakie sg kolejne pozycje zajmowane przez jedna, ustalona pchle Bajtazara,
powiedzmy pchte A. Swoj taniec zaczyna ona na zetonie 1, po pierwszym skoku
znajduje sie na zetonie 7, dalej na zetonie 6, po trzech skokach laduje z
powrotem na zetonie 1... Wida¢, ze dalej pozycje pchty A beda sie cyklicznie
powtarzaé, przy czym po skoku o numerze podzielnym przez 3 bedzie to zeton 1,
jesli numer skoku daje reszte 1 z dzielenia przez 3, to zeton 7, a po wszystkich
pozostalych skokach zeton 6. Poniewaz 2011 mod 3 = 1, wiec po odtanczeniu
symfonii pchta bedzie odpoczywaé na zetonie 7.

Po tym samym cyklu 1 - 7 - 6 — 1 skacza takze pchty F i G, tatwo sprawdzamy,
ze po 2011. skoku znajduja sie one odpowiednio na zetonach 1 i 6. Znamy juz
zatem cze$¢ wynikowego uktadu: F?777GA?77.

Widzimy dalej, ze pchta I skacze w miejscu, mamy zatem: F?777GA7I?. Cos
takiego nalezato w sumie zauwazy¢ wczesniej.
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Dalej, pchta B: startuje z zetonu 2, po pierwszym skoku
laduje na zetonie 4, po drugim znéw na zetonie 2. Mamy
cykl 2 > 4 - 2 z pchtami B i D, a poniewaz

2011 mod 2 = 1, wiec mozemy uzupelnié¢ nasz uktad:
FD?B?GA?I?.

Pchta C: zaczyna na zetonie 3, przeskakuje na zeton 8,
potem na zeton 5, potem na zeton 10, wreszcie po
czwartym skoku laduje z powrotem na zetonie 3. Mamy
cykl 3-8 -5 10— 3 z pchtami C, H, E, J. Poniewaz
2011 mod 4 = 3, wiec na koricu symfonii pchta C znajdzie
sie na zetonie 10, pchta H na zetonie 3, pchla E na
zetonie 8, a pchta J na zetonie 5. Ostateczny uktad po
2011 skokach to FDHBJGAEIC.

Bajtazara bardzo ucieszy! fakt, ze pomogliSmy mu
obliczy¢ koncowy uktad taneczny, gdyz dzieki temu nie
bedzie musiatl wystuchiwaé caltej symfonii, zeby go
poznaé. Teraz zastanawia sie, ile réznych uktadéw swoich
pchel zobaczyltby do korica symfonii.

Dotychczasowa analiza tanca pchel pozwala dostrzec
okresowo$¢ zmian ich potozen: mamy mianowicie cykle
dtugosci 1, 2, 31 4. Jesli pchly wykonaja 12 skokow,
ktora to liczba jest najmniejsza wspolna wielokrotnoscia
(w skrocie NWW) dlugosci wszystkich cykli, to pchty

w ramach kazdego cyklu wroca do poczatkowego uktadu,
czyli otrzymamy uktad ABCDEFGHIJ. Z naszego
rozktadu na cykle widaé¢, ze ten poczatkowy uktad nie
powtorzy sie wezesniej, a z tego faktu mozna
wywnioskowaé, ze zaden inny uktad nie powtérzy sie
podczas pierwszych 12 taktow muzyki. Czyli mamy
doktadnie 12 réznych uktadow, ktore w dalszych skokach
beda powtarzalty sie w kotko.

Byla to dla Bajtazara fatalna wiadomosé — zaplanowany
przez niego taniec okazal sie strasznie monotonny!

W akcie desperacji poprosil nas o jeszcze jedna
przystuge: chce, zeby$my sprawdzili, czy nie da sie jakos
inaczej napisaé liczb na zetonach, zeby podczas tanca
wystapito wiecej roznych uktadow? Bajtazar gdzies
ustyszal, ze wszystkich permutacji liter wyrazu
ABCDEFGHIJ jest 10! =1-2-...-10 = 3628800,

i zastanawia sie, na ile mozemy zblizy¢ sie do tej liczby.

I tym razem wesprzemy Bajtazara i sprobujemy

wskazaé najlepsza konfiguracje liczb na zetonach.
Ograniczmy najpierw liczbe mozliwosci, jakie musimy
rozwazy¢. Przede wszystkim zauwazmy, ze odkryte

przez nas dotychczas wtasnosci zwiazane z rozktadem na
cykle zachodza dla dowolnej konfiguracji. Po pierwsze,
pchta startujaca z danego zetonu musi w koricu na ten
zeton wroci¢ — moéwiac obrazowo, trasa kazdej pchty jest
cyklem (litera ,0”), a nie cyklem z odnozka (litera ,,P”),
gdyz w przeciwnym przypadku oznaczaloby to, ze jedna
z liczb zapisanych na zetonach musiataby sie powtorzyé
(ta na styku patki i dolnej czesci brzuszka w literze ,,P”).
Po drugie, liczbe réznych ukltadéw podczas tainca mozemy
obliczy¢ jako najmniejsza wspo6lna wielokrotnosé dlugosci
cykli poszczegdlnych pchel. To oznacza, ze rozwiazaniem
zagadki Bajtazara jest taki podzial liczby 10 na catkowite
dodatnie sktadniki, w ktérym NWW jest najwicksze.
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Niestety, takich podzialow liczby 10 wciaz moze by¢
duzo. Sprobujmy znéw zredukowadé liczbe mozliwosci.
Intuicja podpowiada, ze nie oplaca sie wybiera¢ dwoch
sktadnikow, ktore maja jakis wspolny dzielnik wiekszy
niz 1. Istotnie, jesli mamy sktadniki a oraz b, przy czym
w rozktadzie na czynniki pierwsze a zawiera czynnik p,
a b czynnik p? oraz i > j, to mozemy bez straty dla
NWW zastapi¢ b mniejszym sktadnikiem b/p?,

a powstale w ten sposéb niezagospodarowane zetony
ustawi¢ chociazby w cykle jednoelementowe.

Dalej, mozemy ograniczy¢ zbior rozwazanych sktadnikow.
I tak, zamiast bra¢ do podziatu sktadnik 6, mozemy
réwnie dobrze wziaé¢ sktadniki 2 1 3 — NWW nie zmieni
sie, a zyskamy jeden wolny zeton do zagospodarowania.
Podobnie, nie optaca si¢ rozwazac¢ sktadnika 10 i,
ogoblniej, zadnego sktadnika niebedacego potega liczby
pierwszej. Akurat wsrod liczb z zakresu 1...10 wszystkie
pozostale sa juz potegami liczb pierwszych.

Udalo nam sie juz ograniczy¢ rozwazania do podzialow
liczby 10 na parami wzglednie pierwsze sktadniki, wérod
ktorych nie wystepuja liczby 6 oraz 10. Tego juz nie ma
tak duzo; rozpatrzmy wszystkie mozliwosci, poczynajac
od najwigkszych mozliwych skladnikéw. Przypomnijmy,
ze konfiguracja Bajtazara data nam NWW réwne 12,
wiec mniejszych NWW na pewno nie musimy rozwazac.

W podziale zawierajacym 9 lub 8 moga wystepowaé juz
tylko same jedynki — w ten sposob nie pobijemy
konfiguracji Bajtazara. Jesli wezmiemy 7, to mozemy do
tego dolozy¢ zestaw sktadnikow (3), (2, 1) lub (1, 1, 1),
z, ktorych ten pierwszy jest najlepszy i daje NWW
rowne 21. Swietnie, juz mamy konfiguracje lepsza od
konfiguracji Bajtazara. Szostki nie rozwazamy, to teraz
piatka. Do piatki mozemy dotozy¢ (4, 1), (3, 2), (3, 1, 1)
oraz pewne zestawy liczb nieprzekraczajacych 2, ktére na
pewno sie nam nie oplacaja. Z wczesniejszych mozliwosci
najlepsza jest srodkowa, daje juz NWW rowne 30. Dalej
jest juz tylko gorzej: do czwoérki nie jesteSmy w stanie
dotozy¢ niczego, co pozwolitoby przekroczyé¢ NWW
4-3=12, a z trojka, dwojka i jedynka jest zdecydowanie
nie lepiej.

No to koniec: rozwazylismy wszystkie mozliwosci

i mozemy z duma odpowiedzie¢ Bajtazarowi, ze nie da sie
znalezé konfiguracji liczb na zetonach, przy ktorej pchly
zalicza wiecej niz 30 roznych uktadow. A taka wtasnie
liczbe uktadow daje, przyktadowo, konfiguracja: 2, 3, 4,
5,1, 7,8, 6, 10, 9, reprezentujaca uktad cykli (5, 3, 2).

No dobrze, a ile jest réznych konfiguracji liczb na
zetonach dajacych wtasnie 30 réznych uktadow
tanecznych? A co jesli pozwolimy na to, zeby liczby
zapisane na zetonach mogly sie powtarza¢? A tak

w ogoble, czy przy kazdej konfiguracji mamy pewnosé, ze
pchly nie zderza sie w locie, co z pewnoscia
spowodowatoby istna katastrofe podczas pokazu?
Odpowiedzi na te i dalsze pytania rozochoconego
Bajtazara pozostawiamy Drogiemu Czytelnikowi.
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