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Rys. 1. Dwunastoscian foremny:
12 $cian, 30 krawedzi i 20 wierzchotkow.

Rys. 2. O$mioscianu foremny:
8 Scian, 12 krawedzi i 6 wierzchotkow.

Rys. 3. Dwunastoscian widziany
przez przednig Sciane.
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Zadania 3 i 4 pochodza z broszury Przed
konkursem matematycznym
Stowarzyszenia na rzecz Edukacji
Matematycznej (Wyd. Szkolne Omega,
Krakow 2010). Zadanie 5 pochodzi z XLV
Olimpiady Matematycznej.

Numerowanie Joanna JASZUNSKA

Na pierwszym etapie tegorocznej Olimpiady Matematycznej pojawilo sie ponizsze
zadanie 1 o numerowaniu krawedzi dwunastoscianu. Sposrod licznych zadan
o podobnej tematyce prezentujemy kilka o dosé réznorodnych rozwigzaniach.

1. Krawedzie dwunastoscianu foremnego (rys. 1) chcemy ponumerowaé liczbami
1,2,...,30, uzywajac kazdej z nich doktadnie raz. Rozstrzygnij, czy mozna to
uczynié¢, tak aby suma numeréw krawedzi wychodzacych z dowolnego wierzchotka
byta:

(a) parzysta; (b) podzielna przez 4.

2. W wierzchotkach szescianu napisano siedem zer i jedna jedynke. Do kazdej
z liczb na koncach dowolnej krawedzi mozna dodac¢ 1. Czy wykonujac szereg
takich operacji, mozna sprawi¢, by wszystkie liczby w wierzchotkach byty

(a) rowne? (b) podzielne przez 37

3. Rozstrzygnij, czy liczby 1,2,3,...,18 mozna rozstawi¢ w wierzchotkach
i na $rodkach krawedzi o$mioscianu foremnego (rys. 2), tak aby kazda liczba
na krawedzi o$mioscianu byla $rednia arytmetyczng liczb na jej koricach.

4. Na kazdej Scianie szeScianu zapisano dodatnia liczbe catkowita, a w kazdym
wierzchotku iloczyn liczb wystepujacych na trzech Scianach z danym
wierzchotkiem. Suma wszystkich liczb zapisanych w wierzchotkach tego szescianu
jest rowna 2009. Jaka jest suma liczb zapisanych na jego $cianach?

5. Kazdemu wierzchotkowi szescianu przyporzadkowano liczbe 1 lub -1, a kazdej
$cianie — iloczyn liczb przyporzadkowanych wierzchotkom tej $ciany. Wyznacz
zbior wartosci, ktore moze przyjaé suma 14 liczb przyporzadkowanych $cianom

i wierzchotkom.

Rozwigzania

R1. (a) Mozna (rys. 3). Kolorem zaznaczono krawedzie o nieparzystych
numerach.

(b) Nie mozna. Niech S oznacza sume wszystkich numerow krawedzi:

S=1+2+3+...+30=¥.

Niech a; oznacza sume numeréw w i-tym wierzchotku (i =1,2,...,20). Wtedy

a1 +ag+...+ag =25, bo numer kazdej krawedzi jest liczony dwukrotnie — przy
kazdym z jej koncow. Gdyby kazda z liczb a; byta podzielna przez 4, to 25 takze.
Jednak 2.5 =30 - 31 nie dzieli si¢ przez 4. O

R2. (a) Nie. Opisana operacja zwieksza o 2 sume wszystkich liczb. Poczatkowo
suma ta jest rowna 1, wiec zawsze jest nieparzysta, czyli niepodzielna przez 8.

(b) Nie. Wyr6znijmy liczby w czterech wierzchotkach, jak na rysunku 4. Niech S
oznacza ich sume, a T — sume pozostatych czterech liczb. Opisana operacja nie
zmienia S — T'. Poczatkowo 3 + S — T. Tymczasem gdyby 3|S 1 3|T, to 3|S-T. O

R3. Nie mozna. Liczby we wszystkich wierzchotkach musza by¢ tej samej
parzystosci, aby dla kazdej krawedzi liczba umieszczona na jej srodku byta
catkowita. Liczba 1 nie jest §rednia arytmetyczna zadnych liczb wigkszych od
niej, zatem musi sta¢ w wierzchotku, podobnie liczba 18. Nie sa one jednak tej
samej parzystosci. O

RA4. Oznaczmy przez aj i as, by 1 bs oraz ¢y i ¢y liczby zapisane na parach
przeciwlegltych $cian sze$cianu. Zauwazmy, ze w kazdym wierzchotku wystepuje
inny sposrod o$miu mozliwych iloczynow a;bjcy, gdzie 4, j,k € {1,2}. Suma liczb
w wierzchotkach jest wiec suma tych o$miu iloczynéw i mozna ja zapisaé jako

(a1 + ag)(bl + bg)(cl + 02) =2009="7-7-41.
Liczby 7 i 41 sa pierwsze, a sumy w nawiasach po lewej stronie wieksze od 1, wiec
ai+ag+by+by+cy+ca=T+7+41=55. 0

Wskazowka 5. Jak zmieni sie warto$¢ sumy, gdy zmienimy znak liczby w jednym
z wierzchotkow?
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