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Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwoch lub
jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami.

Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, umieszczajac

na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1

. z dokladnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspolczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4-3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktore
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i
tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktoéow, w dowolnym czasie

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2011

i w ktorejkolwiek z dwoch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html

Zadania z matematyki nr Zadania z matematyki nr 619, 620

Redaguje Marcin E. KUCZMA

619. Szachownica o rozmiarach n x n zostata pokryta ptytkami 2 x 2. Kazda
plytka pokrywa dokladnie cztery pola. Plytki zachodza na siebie, ale nie wystaja
poza brzeg szachownicy. Liczba plytek przekracza 2(n? —n)/3. Dowiesé, ze mozna
usuna¢ jedna plytke tak, by pozostate plytki nadal pokrywaly cata szachownice.

620. Niech P(x) bedzie wielomianem stopnia dodatniego o wspotczynnikach
catkowitych. Wykazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej k istnieje taka liczba
calkowita n, ze liczba P(n) ma co najmniej k réznych dzielnikow pierwszych.

Zadanie 620 zaproponowal pan Witold Bednarek z f.odzi.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2010

Przypominamy tresé zadan:

611. Diagram przedstawia poczatkowe wiersze nieskonczonej tabeli
trojkatnej. Skrajnymi elementami kolejnych wierszy sa kolejne liczby
naturalne. Ponadto obowiazuje regula: jesli liczby b, ¢ sa sasiednimi
elementami dowolnego wiersza, nad nimi znajduje si¢ liczba a, zas pod

611. Przekrecamy diagram o 45° tak, by otrzymacé tabele —
nieskoriczona macierz A = [am,n]m,n>0; jest to lewa z dwoch
tabelek ponizej:

01 2 3 135 7...
14 710... 39 1521...
A 9 71907 B: 5159535 ...
3101724 ... 7213549 ...

Zgodnie z trescia zadania, jej wyrazy sa zwiazane

zaleznosciami: an,0 = ag,n =N,

Am,n + AGm+1,n+1 = Am+1,n T Am,n+1 + 2.

Patrzac na tabelke, odgadujemy wzor jawny

Gm,n = 2mn +m +n. Sprawdzamy, ze te liczby spelniaja
napisane przed chwila rownania (ktére wyznaczaja zawartosé
calej tabeli jednoznacznie).

Tworzymy nowa macierz nieskonczona B = [bm,n]m,nzo

o wyrazach bm pn =2am,n +1 (prawy diagram powyzej).

Zachodza réwnosci bn,o =bo,n =2n+1,
bmn=22mn+m+n)+1=2m+1)(2n+1).

Tak wiec B jest po prostu tabliczka mnozenia liczb

nieparzystych. Kazda liczba nieparzysta wystepuje w niej tyle

razy, ile ma réznych dzielnikéw dodatnich.
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nimi liczba d, to a +d = b+ ¢ + 2. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby
catkowitej k > 2 istnieje nieskonczenie wiele liczb, z ktoérych kazda
wystepuje w tej tabeli dokladnie k razy.

612. Funkcja f:R — R jest dana wzorem
f(x) =sin® z + cos® ax

(dla pewnej stalej rzeczywistej a). Dowies¢, ze jezeli f jest funkcja
okresowa, to a jest liczba wymierna.

Niech teraz k > 2 bedzie zadang liczba catkowita. Bierzemy
dowolna liczbe pierwsza p > 2; wowczas liczba pht wystapi

w tabeli B doktadnie k razy. Wracajac do tabeli A, widzimy,
ze dokladnie k razy pojawi si¢ w niej liczba (pF~* —1)/2. Jest
nieskoriczenie wiele liczb pierwszych — mamy wiec teze
zadania.

612. Niech T bedzie okresem funkcji f. Z rownosci
F(T) = £(0), cayli
cos’al =1 —-sin’T = cos” T
(czyli jeszcze prosciej: cos2aT = cos2T') wnosimy, ze
2aT = 2T +2kn  (k — liczba calkowita).

Pochodna f'(z) =sin2x — a sin2ax tez jest funkcja
T-okresowa: f'(T) = f'(0), czyli

sin2T = a sin2aT = a sin(+ 27T + 2k7) = £ a sin 27"

Zatem albo a=+1 (liczba wymierna), albo sin27 =0, skad
9T =l (1 +0),

+2T + 2km 2k
= —41+

liczba wymierna).
2T
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Zadania z fizyki nr 516, 517

Redaguje Jerzy B. BROJAN

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2011

516. Sprezyscie zginajacy sie jednorodny pret o dlugosci [ i masie m
zamocowano jednym koricem poziomo, a drugi zwisa pod wplywem silty ciezkosci
(rys. 1). Miarg sztywnosci preta jest dany parametr k, bedacy stosunkiem
momentu sily zginajacej M do kata a miedzy stycznymi do koncéw preta, gdy M
ma wzdhiz niego stala wartosé. Obliczyé¢ numerycznie zwis preta h oraz kat
opadania jego konca «, przy nastepujacych danych: [ =1 m, m =1 kg,

k =1 N-m/rad, przyspieszenie ziemskie g = 10 m/s>.

Wskazowka: Obliczenia moga by¢ oparte na przedstawieniu preta jako zespotu

duzej liczby n sztywnych pretow o masach my = m/n i dtugosciach l; =1/n,
potaczonych przegubami opisanymi przez wspétczynnik ki = k- n.
517. Rownolegla wiazka $wiatta o natezeniu (tzn. mocy na jednostke

powierzchni prostopadtej) Iy pada na kulke o promieniu r ze szkla o
wspoltezynniku zatamania n. W odlegtosci R > r od kulki znajduje sie ekran

prostopadly do wiazki padajacej, ale o§wietlony tylko przez $wiatlo przechodzace
przez kulke. Jesli mozna pominaé¢ efekty dyfrakcyjne i odbicie swiatta od szkla,
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to jakie jest natezenie swiatta padajacego na srodek ekranu?
Rozwiazania zadan z numeru 12/2010

Przypominamy tres¢ zadan:

508. Rurka sklada sie z pieciu pionowych segmentéw wysokosci h =1 m i jednego segmentu diuzszego
(rys. 2). Jesli poczatkowo rurka nie zawierala wody, to do jakiej wysokosci nalezy jej nalaé¢ do
dtuzszego segmentu, zeby zaczela wyciekaé¢ drugim koncem? Srednica rurki jest znacznie mniejsza

od h, ale na tyle duza, ze przeplyw wody i przeplyw powietrza moga w niej zachodzi¢ niezaleznie.
Temperatura powietrza w rurce si¢ nie zmienia, a ci$nienie atmosferyczne wynosi pg = 10° Pa.

ha 509. W zjawisku Comptona obserwuje si¢ promieniowanie rentgenowskie rozproszone na swobodnych

» elektronach, przy czym zwykle zaklada sig, ze poczatkowo elektrony byly nieruchome. Przyjmijmy, ze
rozproszenie nastepuje na elektronach w atomach wodoru, bedacych poczatkowo w stanie
podstawowym. Ile wynosi poszerzenie zakresu dlugosci fali promieniowania rozproszonego wstecz

(6 =180°), wynikajace z ruchu elektronéw? Wystarczy wynik przyblizony oparty na modelu Bohra,
dla ditugosci fali promieniowania padajacego rownej Ao = 0,1 nm.

Rys. 2

508. Po przelaniu przez gorne kolanko 1-2 woda zamyka
dolne kolanko 2-3 i odcina w segmencie 2 rurki stup powietrza
o poczatkowej dtugosci h (pomijamy objetosé samego
kolanka); pozniej sytuacja sie powtarza w segmencie 4.
Wozrost poziomu wody w segmentach 3 i 5 powoduje sprezenie
tych stupoéw powietrza — oznaczmy dlugosci stupow po
sprezeniu jako ho i ha. Zatem ci$nienie powietrza w segmencie
4 wynosi po + pgha (gdzie po - ciSnienie atmosferyczne),

a w segmencie 2 — pg + pgha + pgho. Zgodnie z réwnaniem
przemiany izotermicznej

poh = (po + pgha)ha = (po + pgha + pgha)ha

Obliczamy
—po + /P2 +4poh
hy = POEVIOTTPOIPE g1 8 em,
2pg

podobnie hy = 85,2 cm.

Wysoko$é stupa w lewym segmencie powinna byé rowna co
najmniej h + ha + hy =277 cm (177 cm powyzej gornych
kolanek).

Praktycznym przykladem opisanego tu problemu moze byé
lanie wody wezem czesciowo zwinietym na bebnie. Na
poziomie jakosciowym bylo to tematem jednego z zadan
Olimpiady Fizycznej w 1982/83 r.

509. Energia kwantu promieniowania o dtugosci fali 0,1 nm
wynosi 12 keV, czyli okoto 1000 razy wiecej od energii
wiazania elektronu. W bilansie energii pominiemy wiec energie
wiazania, gdyz nie zalezy ona od ruchu elektronéw i moze
powodowa¢ niewielkg zmiane dlugosci fali A1 rozproszonego
promieniowania, ale nie rozmycie widma. Zasada zachowania
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energii wyraza si¢ wiec ,zwyklym” réwnaniem

he +mc® = he +1/(me?)? + (pe)?,
Ao A1

gdzie p jest pedem elektronu wyrzuconego z atomu. Zasade
zachowania pedu zapiszemy natomiast w postaci
jednowymiarowej

h h
" +Ap = N +p,
gdzie Ap jest poczatkowym pedem elektronu, a minus po
prawej wynika z danej wartosci kata rozproszenia kwantow
(180°). Jesli elektron krazy! po pierwszej orbicie Bohra, to

zaleznie od zwrotu jego ruchu mamy Ap = +2*- co

2
segn €O — Jak
tatwo sprawdzi¢ — jest wielkoscia okolo trzykrotnie mniejsza
od pedu fotonu. Do celéw przyblizonej oceny mozemy wiec,
podnoszac réwnanie stronami do kwadratu, pozostawic¢ tylko

wyraz liniowy w Ap i po wyeliminowaniu p otrzymujemy
mc()\l - )\o) =2h + Ap()\l + )\0)

Wyznaczajac stad A1, warto pamietaé¢, ze Ap jest wielokrotnie
(137-krotnie) mniejsze od mec, a comptonowska dtugosé fali
elektronu A, = h/mc jest rowna 2,4 - 107'2 m, czyli znacznie
mniej od A\g. W wyniku przeksztalcen znajdujemy

A~ Ao + 20+ 200 22
mc

Ostatni czton po prawej stronie jest szukanym rozmyciem
widma promieniowania rozproszonego. Jego liczbowa wartosé
wynosi £1,5-1072 m. W poréwnaniu z samym zwickszeniem
dhugosci fali rownym 2. = 4,8-107"% m jest to wielkosé
mniejsza, ale nie pomijalnie mata.



