Informatyczny kacik olimpijski (40): Zapotrzebowanie na prad

W tym kaciku sprobujemy rozwiazaé zadanie Electric
needs pochodzace z druzynowych zawodéw studenckich
z serii ACM ICPC, a konkretnie z mistrzostw Ameryki
Laciniskiej 2010.

Rozwazmy prostokatny obszar podzielony na kwadraty
jednostkowe, w ktérym kolumny ponumerowane sa od 1
do M, a wiersze od 1 do N. Kazdy kwadrat jednostkowy
reprezentuje dzialtke, ktora moze byé zajeta przez
budynek lub nie. Na doktadnie P dziatkach, ktorych
wspolrzedne mamy podane, znajduja sie budynki
elektrowni. Wszystkie pozostate pola sa uszeregowane
wedle swej wartosci dla przedsiebiorcow. Pola potozone
blizej elektrowni sg bardziej wartosciowe od wszystkich
odleglejszych (bierzemy pod uwage odlegtosé od
najblizszego pola zajetego przez elektrownie

w metryce maksimum, tzn. d((z1,y1), (22,92)) =
=max(|z1 — 22|, [y1 — y2|)). W przypadku jednakowej
odleglosci od elektrowni za bardziej wartosciowe
uznajemy pola z wierszy o mniejszych numerach, a gdy
takze to kryterium nie jest rozstrzygajace — z kolumn

o mniejszych numerach. Naszym zadaniem jest
odpowiedzie¢ na ) zapytan postaci: ,podaj wspotrzedne
pola, ktore jest K-te z kolei na liscie najbardziej
wartosciowych”.

Naturalnym podejsciem jest wyznaczenie odlegtosci
kazdego pola od elektrowni. Mozna to zrobié¢, budujac
graf nieskierowany, ktorego wierzchotkami sa nasze pola,
a krawedzie tacza pola sasiadujace bokiem lub rogiem.
W takim grafie wystarczy wykona¢ jedno przeszukiwanie
wszerz (BFS), startujac ze wszystkich pol elektrowni
naraz. Zachecamy Czytelnika, aby zastanowit sie,
dlaczego odleglosé w takim grafie jest rownowazna
odleglosci w metryce maksimum. Obliczywszy wszystkie
odleglosci, sortujemy pola wedlug kryteriow podanych

w zadaniu, a na kazde zapytanie odpowiadamy, po
prostu podajac wspolrzedne K-tego pola z posortowanej
listy. Daje to tacznie O(NM log(NM) + Q) operacji albo
nawet O(NM + Q) operacji, jesli sortowanie wykonamy
metoda kubetkowa. Prawdopodobnie byltby to najlepszy
sposob postepowania, gdyby nie fakt, ze w tym zadaniu
goérne ograniczenia na N i M sa duzo wieksze niz na P

i Q. Innymi stowy, szukamy rozwigzania, ktérego
ztozonosé bedzie zalezala bardziej od P i @ niz N czy M.

W takim razie zastanowmy sie najpierw, w jakiej
odleglosci od najblizszej elektrowni poltozone jest
szukane, K-te pole. Nie wida¢ sposobu na obliczenie tego
wprost, sprobujmy wyszuka¢ wynik binarnie. W tym celu
potrzebujemy metody sprawdzania, ile jest poél, ktorych
odlegltosé od elektrowni wynosi co najwyzej D — za jej
pomoca wyszukamy najmniejsza wartos¢ D, taka ze tych
pol jest co najmniej K. Zauwazmy, ze pola, ktérych
odlegltosé od ustalonego pola elektrowni wynosi co
najwyzej D, tworza kwadrat o boku 2D + 1 (kwadrat
moze by¢ uciety, jesli wystaje poza plansze) i srodku

w elektrowni. Stad musimy obliczy¢, ile pol tacznie
zajmuje P takich kwadratow (wzglednie prostokatow).
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Tym problemem zajmiemy sie za chwile, poki co
spojrzmy, jak ma sie to do rozwiazania calego zadania.
Jesli znamy juz odleglo$é¢ D, obliczamy najpierw, ile jest
pol w odlegtosci co najwyzej D — 1 od elektrowni,
odejmujemy te liczbe od K i rozwiazujemy powstaly
problem: ktére z pol odlegtych od najblizszej elektrowni
o doktadnie D jest na pozycji K'-tej na liscie tychze pol
w zadanej kolejnosci. Zacznijmy od ustalenia, w ktorym
wierszu jest nasz K'-ty element. Znéw nie wida¢ sposobu
na obliczenie tego wprost, wiec decydujemy sie na
wyszukiwanie binarnie. Potrzebujemy odpowiedzi na
pytanie: ,ile jest pol odleglych od najblizszej elektrowni
o doktadnie D, ktore znajduja sie w pierwszych W
wierszach?”. Naturalnie, bedziemy szukali najmniejszego
takiego W, ze odpowiedZ na to pytanie jest nie mniejsza
niz K'. Problem jest podobny do poprzedniego. Tym
razem jednak odleglo$é¢ doktadnie D od najblizszej
elektrowni oznacza pola zawarte w kwadracie o boku

2D + 1, ale niezawarte w kwadracie o boku 2D - 1.
Kwadraty te trzeba obcina¢ odpowiednio do
prostokatow, jesli wystaja poza plansze (ktora ma teraz
wymiary W x M). Poniewaz wszystkie mniejsze kwadraty
zawieraja sie w wiekszych, wiec nalezy po prostu obliczyé
taczne pole sumy wiekszych i odja¢ od niego pole sumy
mniejszych. Tak wiec ponownie sprowadziliSmy problem
do obliczenia pola sumy prostokatéow. Na koniec
pozostaje ustali¢, ktére doktadnie z p6l w danym wierszu
nalezy wybra¢. W tym celu od K’ odejmujemy liczbe pol
w odleglosci doktadnie D od elektrowni, ktoére znajduja
sie w wierszach o numerach od 1 do W — 1, otrzymujac
w ten sposob nowy parametr K. Nastepnie

w identyczny sposéb wyszukujemy binarnie minimalne
takie C, zeby w pierwszych C' kolumnach wiersza

o numerze W bylo co najmniej K" pol o odleglosci od
elektrowni réownej D. Dla danego C' wystarczy obciaé
kwadraty o bokach 2D +1 i 2D -1 do zadanej czesci
wiersza o numerze W, a potem obliczyé¢ pole sumy
powstatych prostokatow o jednym boku dtugosci 1.

SprowadziliSmy zatem caly problem do obliczenia pola
sumy P prostokatow O(Q(log N +log M)) razy. Mozna
ten problem rozwiaza¢ dogé prosto w czasie O(P?) lub
O(P?), co bylo wystarczajace w tym zadaniu
(opracowanie takich rozwiazan pozostawiamy
Czytelnikowi). Istnieje tez efektywniejsze rozwiazanie,

w ztozonosci czasowej O(Plog P), wykorzystujace
technike zamiatania oraz drzewo przedziatowe, w ktorym
w kazdym wezle pamietamy dodatkowo diugosé sumy
przedzialow w jego poddrzewie. Szczegoly tego
rozwiazania pomijamy, mozna o nim postuchaé¢ na stronie
http://was.zaa.mimuw.edu.pl/?q=node/37, poczytaé
w ksiazce Preparaty i Shamosa Geometria obliczeniowa.
Wprowadzenie albo, najlepiej, wymysli¢ je samemu.

Rozwiazanie catego zadania wymaga zatem
0O(Q(log N +1log M) Plog P) operacji.
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