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Rozwi/azanie zadania M 1310.
Zaltézmy, ze liczbe n zapisano jako
(k+1)+ (k+2)+...+1 dla pewnych liczb
naturalnych k i [, takich ze | -k > 2. To
oznacza, ze

U+ 1) k(k+1) (I-K)({+k+1)
ST T T T 2 '

Zauwazmy, iz jedna z liczb I -k, [+ k+ 1
jest nieparzysta i wigksza od 1, czyli n ma
czynnik nieparzysty, wiec nie jest potega
dwojki. Z drugiej strony, jezeli n nie jest
potega dwojki, to liczba 2n zapisuje sie
jako iloczyn liczby parzystej i nieparzystej
pq. Jesli p oznacza wigksza z tych liczb, to
mozemy przyjac, iz
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Rys. 1. Rozklad dzietnosci (T) przy stalej
liczebnosci populacji (A = 2).

Ilu mamy przodkéw?

Piotr ROZANSKI*

Jak wiadomo, kazdy cztowiek ma dwoje rodzicéw. Skoro kazdy z rodzicoéw tez jest
czlowiekiem, ta rekurencyjna zaleznosé pozwala w prosty sposéb wyznaczy¢ liczbe
przodkéw dowolnej osoby w linii prostej w kolejnych pokoleniach: czworo babé

i dziadkow, oémioro prababé i pradziadkéw, a zatem ogdlnie (pra)”dziadkéw obojga
plci mamy 2n+2,

Na nieszczescie, powyzsza zalezno$é w dhuzszym przedziale czasu prowadzi do
paradoksu: jak bowiem mozemy mie¢ ponad miliard przodkéw w trzydziestym
pokoleniu, jesli przewidywana liczba ludnosci §wiata w tym okresie (okoto roku 1300
n.e.) nie przekraczata 500 milion6w? Aby wyjasnié¢ ten paradoks, wystarczy zauwazy¢,
ze w kazdej iloSciowo ograniczonej populacji pary zawsze tworzone sa pomiedzy
osobami spokrewnionymi, cho¢by w minimalnym stopniu. W zwiazku z tym kazdy ze
wspolnych przodkéw tej pary bedzie liczony dwukrotnie w drzewie genealogicznym
kazdego z jej potomkow. Przy rozpatrywaniu wielu pokoleni (a wiec wielkiej liczby
przodkow) zjawisko to zdarza sie bardzo czesto.

Niestety, wyjasnienie to nie zbliza nas do ilo$ciowej odpowiedzi na zadane w tytule
pytanie. Aby takiej odpowiedzi udzieli¢, nalezy dokona¢ pewnych zatozen dotyczacych
przyjetego modelu populacji i dziedziczenia.

Zalozenia modelu

Pierwszym uproszczeniem, ktérego dokonamy, modelujac populacje, bedzie podzielenie
jej na pokolenia. Zakladamy, ze pary czy tez zwiazki, moga by¢ zawierane tylko przez
osoby nalezace do tego samego pokolenia. Dzieki temu ciagle zagadnienie modelowania
liczby ludnosci sprowadza sie do zagadnienia dyskretnego. Przyjmiemy ponadto, ze
tworzone pary sg $ciSle monogamiczne oraz niezmienne. W rozpatrywanym modelu
zakladamy, ze pary tworzone sa w sposob losowy wewnatrz pokolenia, pomijaé
natomiast bedziemy osoby niewchodzace w sktad zadnej pary.

Dzieki przyjetym zatozeniom mozemy za podstawowa jednostke modelu przyjaé nie
pojedyncza osobe, lecz pare ztozona z dwoch oséb przeciwnej pici. W tym ujeciu kazda
jednostka (para) pochodzi od dwoch jednostek (dwoch par rodzicow) z poprzedniego
pokolenia. Dzigki takiemu przedstawieniu sytuacji caltkowicie unikamy probleméw
zwiazanych z kategoria plci jako takiej. Od tego momentu (do odwolania) okreslenia
,potomek” oraz ,rodzic” beda dotyczy¢ jednostek, czyli de facto par.

»Magiczne” zalozenie

Dotychczasowe zatozenia modelu wynikaty w naturalny sposéb z okreslonych wnioskéw
dotyczacych realnego $wiata. Dla odmiany, ostatnie przyjete w modelu zalozenie bedzie
jego cecha charakterystyczng. Nazywamy je ,magicznym”, poniewaz mimo pozornie
trywialnej tresci ma znaczace konsekwencje. Oto ono:

Dopasowania rodzicow dla poszczegdlnych dzieci sa od siebie niezalezne.

Jak to rozumie¢? Wyobrazmy sobie, ze w pokoleniu dzieci wskazujemy dwie jednostki
i oznaczamy je jako A i B. W tym momencie rodzicow A moze stanowi¢ z réwnym
prawdopodobienistwem kazda nieuporzadkowana dwojka jednostek z pokolenia
rodzicow. Istota zalozenia polega na tym, ze niezaleznie od wskazania rodzicow dla
jednostki A wyboér rodzicow dla jednostki B nadal jest losowy z rownym
prawdopodobienstwem dla kazdej dwojki.

Okazuje sie, ze przy takich zalozeniach jedynymi parametrami modelu sa liczebno$ci
poszczegdlnych pokoleri. W szczegolnosei, znajac liczebnosé pokolenia rodzicow (R)

i liczebnosé pokolenia dzieci (D), mozna wyznaczy¢ strukture dzietnosci, czyli rozktad
zmiennej losowej T opisujacej liczbe potomkéw wybranej jednostki z pokolenia
rodzicow. Otrzymany wynik ma postaé¢ rozkladu dwumianowego z iloscia prob réwna D
i parametrem p = % Biorac pod uwage, ze liczebnosci populacji sa zwykle dosé duze,
dobrym przyblizeniem tego rozktadu staje sie rozktad Poissona z parametrem \ = %
Rozklad w szczegdlnym przypadku populacji o stalej liczebnosci (dla A = 2)
przedstawiony jest na wykresie.
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Funkcja przejscia

Zalozenia modelu moéwia, ze kazda jednostka pochodzi od dwoch rodzicow. Zastandéwmy
sie w takim razie, od ilu rodzicow pochodza dwie jednostki? Naturalna wydaje sie
odpowiedz: ,,0od czterech”, ale przeciez zachodzi to tylko wtedy, gdy jednostki te nie
maja wspolnych rodzicow.

Rozwazmy bardziej ogblna sytuacje, w ktorej sposréd pokolenia dzieci wybieramy d
jednostek i badamy wartosé¢ » — moc zbioru rodzicéw wybranych dzieci. Rozwiazaniem
tego zagadnienia dla zadanego d jest zmienna losowa o rozkladzie py(r), przyjmujacym
niezerowe wartosci jedynie dla 2 < r < min(2d, R).

Rozklady pg(r), wyznaczone kombinatorycznie i zapisane w postaci rekurencyjnej, nie
wygladaja zachecajaco:

py. (Bors D(R-r+2),

pa(r) = pa-1(r -

R(R-1)
O =]

Jak sie jednak okazuje po prostym badaniu metodami numerycznymi, kazdy z nich
przyjmuje znaczaco niezerowe wartosci tylko w niewielkim przedziale otaczajacym
maksimum. Na dodatek, szerokos$¢ tego przedzialu zmniejsza sie szybko wraz ze
wzrostem liczebnosci populacji. Wobec tego przyblizymy poszczegolne rozktady pg(r)
rozkladami jednopunktowymi zlokalizowanymi w maksimach — polozenia owych
maksimoéw oznaczmy przez ro. Bedziemy zatem poszukiwaé¢ wartosci ro w zaleznosci od
parametru d rozkladu. Poszukiwana funkcja ro(d) ma tutaj bardzo sensowna
interpretacje: jest to oczekiwana ilo$é rodzicow dla d jednostek z pokolenia dzieci.

Wr6émy na chwile do zmiennej losowej T przedstawiajacej strukture dzietnosci
populacji. Zauwazmy najpierw, ze bezposrednio z rozkladu tej zmiennej mozemy
odezytaé wartosé ro(D), czyli przewidywana liczbe rodzicow calego pokolenia. Wartosé
ta bedzie rowna R- P(T >0) = R(1 - 8_%).

Nastepnie zauwazmy, ze jesli z pokolenia dzieci wyodrebnimy d jednostek, to (na
podstawie ,magicznego” zalozenia) jakiekolwiek przyporzadkowania dokonane dla nich
beda niezalezne od przyporzadkowarn dla pozostalych jednostek. Zatem, wynik dla d
jednostek wybranych z pokolenia o liczebnosci D, czyli ro(d), powinien byé taki sam,
jak wynik dla calego pokolenia o liczebnosci d. Na mocy tej obserwacji otrzymujemy

ro(d) = R(1—¢ ).

Mozna sprawdzié, ze dla odpowiednio licznych populacji (R duzo wieksze od d) jest
ro(d) ~ 2d.

Zliczanie

Aby policzyé¢ przodkéw z poszczegélnych pokolent, musimy przyjaé okreslony model
liczebnosci. Powracajac do liczenia osob, a nie par, okresli¢ nalezy ciag N1, N2, N3, ...
wyrazajacy liczebnosci poszczegolnych pokolen (liczonych wstecz). Analogicznie, przez
Py, Py, Ps,... oznaczmy liczby przodkéw kolejnych stopni (rodzicow, dziadkow,
pradziadkow...). Zauwazmy, ze dla dowolnego n > 1, przy rozpatrywaniu zwiazku
pomiedzy pokoleniami n — 1 i n, liczba par z pokolenia dzieci rowna jest %Pn_l, liczba
za$ par rodzicow %Pn‘ Jednoczesnie, ilos¢ wszystkich par z pokolenia rodzicéw, czyli R,

wynosi LN,. Zatem, korzystajac z obliczonej poprzednio postaci funkcji rg(d) mamy
3 Y

1P (1P )
— =ro| =P
9 n 0 9 n-1

dla dowolnego n > 1.

Dodatkowo, biorac pod uwage, ze mamy dwoje rodzicow (P = 2), oraz podstawiajac do
powyzszego wzoru jawna postaé funkeji ro(d), mozemy napisa¢ nastepujaca rekurencje:

2P, _
Pi=2,  P,=Np- [1 —exp(—NLl)].

n
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Rys. 2. Wyniki dla modelu

jednoparametrowego z N; = 100000 oraz
a=1,03

i Zadania

Jednoparametrowy model liczebnosci

Przyjmujac prosty model liczebnosci scharakteryzowany jednym parametrem
a = Np/Np+1 = const, mozna jako$ciowo scharakteryzowaé wyniki otrzymane przez
numeryczne rozwiazanie powyzszej rekurencji. Wyrézniamy trzy fazy:
e faza wzrostu wykladniczego
dla najblizszych pokolen, w ktorej P, ~ 2P,_1;
e faza przejsciowa,
w ktorej P, < 2P,_1, wystepujaca w okolicy P, ~ %Nn;
e faza nasycenia

. . . ) o . P,
charakteryzujaca si¢ stalym ilorazem (wspolczynnikiem nasycenia) 7 = -
Wspotczynnik nasycenia w powyzszym modelu mozna obliczyé¢, szukajac granicy ciagu

(Pn/Ny), a wige rozwigzujac rownanie 7= 1 — e 27,

Przy populacji o stalej liczebnoéci (o = 1) wspolezynnik ten osiaga wartosé T ~ 0,797.
Oznacza to, ze dla takiej populacji, w odleglych pokoleniach, przodkowie stanowia,
niezmiennie prawie 80% calego pokolenia.

Co poza tym?

Nie da sie nie zauwazy¢, ze przedstawiony tu model obliczen jest znaczaco uproszczony.
Dla rzeczywistych, duzych populacji, dobér os6b w pary nie odbywa sie catkowicie
losowo, lecz zazwyczaj istnieje sktonnosé do szukania partneréw wsrod blizszego
otoczenia. Uzasadnione wiec byloby wyodrebnienie grup wewnatrz populacji,
dopuszczajac jednoczesnie (z okreslonym prawdopodobienistwem) mozliwosé
krzyzowania pomiedzy grupami. Ponadto, podzial na pokolenia nie jest do koiica
naturalny, szczegélnie w populacjach, w ktorych nie obowiazuja $ciste reguty (np.
kulturowe) dotyczace roéznic wieku.

Bardziej zlozony model, uwzgledniajacy rzeczywiste migracje ludnosci i izolacje
poszczegdlnych grup (geograficzne, jezykowe. . .) wykorzystali Rohde, Olson i Chang
w swoim artykule Modelling the recent common ancestry of all living humans
opublikowanym w Nature. Oszacowali oni czas pojawienia sie tzw. Ostatniego
Wspolnego Przodka wszystkich obecnie zyjacych ludzi na Ziemi na pierwsze lub drugie
tysiaclecie p.n.e. Genealodzy, do pracy!

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 785. W naczyniu z woda zanurzamy pionowo drewniany klocek o przekroju
kwadratowym a x a, (a = 10 cm) i dlugosci [ = 20 cm. Jaka ilogé ciepta wydzieli
sie w wyniku przewrocenia sie tego klocka? Przyjmujemy, ze gestosé drewna jest
réwna polowie gestosci wody.

Rozwigzanie na str. 15

F 786. Jak nalezy napelni¢ naczynie woda, by $rodek ciezkosci lezatl mozliwie
najnizej?
Rozwiazanie na str. 7

Redaguje Przemystaw MAZUR

M 1309. Na bokach AB i AC trojkata ABC' zbudowano po zewnetrznej stronie
podobne trojkaty prostokatne ADB i AEC, w ktorych katy przy wierzchotkach
D i E sa proste. Punkt M jest srodkiem odcinka BC'. Udowodni¢, ze DM = EM.
Rozwiazanie na str. 24

M 1310. Znalez¢ wszystkie liczby naturalne, ktérych nie da sie zapisaé jako
sumy co najmniej dwoch kolejnych liczb caltkowitych dodatnich.
Rozwiazanie na str. 9

M 1311. Dane jest stowo zlozone z liter a, b (np. baabad). Na takim stowie
mozamy wykonaé¢ nastepujace operacje:

e dopisac¢ lub wykresli¢ dwie kolejne litery a (np. baabab < bbab),

o dopisa¢ lub wykresli¢ trzy kolejne litery b (np. bbab <> bbabbbb),

e zamienié¢ sekwencje liter ab na bba lub na odwrot (np. bbabbbb < abbbbb).
Rozstrzygnaé, czy za pomoca wielokrotnego wykonywania tych operacji mozna
ze stowa a otrzymac stowo ba.

Rozwiazanie na str. 24
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