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' W roku szkolnym 2010/2011 Stowarzyszenie na rzecz Edukacji

Matematycznej jest organizatorem LXII edycji Olimpiady
Matematycznej. Od wrze$nia do grudnia 2010 roku uczestnicy Olimpiady
Matematycznej zmagali sie z dwunastoma zadaniami domowymi
pierwszego etapu zawodow. Do jedenastu Komitetéw Okregowych OM

w catym kraju przystano do oceny prace 1557 uczniéw. Do zawodow
drugiego stopnia zakwalifikowano 605 uczestnikéw. Oméwimy jedno

z zadan pierwszego etapu LXIT OM.

Zadanie 8. Punkt M jest srodkiem boku BC' trdojkgta ostrokgtnego
ABC. Punkt K lezy na boku BC i spetnia warunek < BAM = <K AC.
Na odcinku AK wybrano taki punkt E, Ze < BEK = <{BAC. Dowie$c, ze
IKEC =<BAC.

Rozwigzanie. Zalézmy, ze AB < AC. Oznaczmy o = < BAK oraz

8 =<<KAM. Niech D bedzie takim punktem, ze czworokat ABDC

jest réwnoleglobokiem (rys. 1). Z zalozenia <« BEK = 2a + 3, wiec
SEBA = a+ . Oznacza to, ze AEBA~ ACDA 1 42 = £8 — BB,
Ponadto < EFBA =a+ =< FAC, co oznacza, ze AEBA ~ AEAC. Stad
JACE =aiXKFEC =<4<FAC+ <ACFE = 2a + (3, co nalezato wykazac.

Zauwazamy jeszcze, ze gdy AB > AC, rozumowanie jest analogiczne.

7 tresci rozwazanego zadania wynika, ze prosta AK jest symediang
w ANABC. Oznacza to, ze prosta AK jest obrazem $rodkowej AM

w symetrii osiowej wzgledem dwusiecznej kata < BAC'. Przedstawimy
ponizej dwa inne rozwiazania zadania 8 wykorzystujace wtasnosci
symedian. Rozwiazania te nie sg prostsze niz rozwigzanie juz
zaprezentowane, korzystajg jednak z ciekawych faktow.

Fakt 1. W czworokgcie ABC'D wpisanym w okrgg przekgtne przecinajg
sie w punkcie P. Jezeli AP jest symediang w ANABD, to CP jest
symediang w ABCD, BP jest symediang w NABC oraz DP jest
symediang w AADC (rys. 2).

Rozwiazanie zadania 8 oparte na fakcie 1. Niech D bedzie
punktem przecigcia prostej AK z okregiem opisanym na AABC
réznym od punktu A (rys. 3). Wéwczas <CAD = <CBD jako

katy wpisane oparte na tym samym tuku. Ponadto z zatozenia
JSABE =<4<BEK — <BAF = <BAC — <BAFE = <CAD. Z faktu 1,
BK jest symediang w AABD. Réwnosé < KBD = <EBA

oznacza, ze BE jest srodkowa w ADBA. Wiec C'E jest $rodkowa

w ANACD i <ACE = <KCD. Ponadto <BCD = <BAD

jako katy wpisane oparte na tym samym tuku. Ostatecznie

IKEC = <ECA+ «FEAC = <CAD + <BAD = <BAC.

B Fakt 2. Jezeli AK jest symediang w ANABC, to styczne do okregu opisanego
K na AABC w punktach B i C oraz prosta AK sa wspélpekowe (rys. 4).

C Rozwiazanie zadania 8 oparte na fakcie 2. Niech styczne do okregu
opisanego na AABC w punktach B i C przecinaja si¢ w punkcie F' (rys. 5).
7 faktu 2 prosta AK, jako symediana w AABC, przechodzi przez F'.
Mamy zatem <« BCF = < BAC z twierdzenia o kacie pomiedzy styczna
i cigciwa. Z zatozenia <« BAK = < BEF, wigc punkty B, E, C' i F leza na
F jednym okregu. Z réwnosci BF = FC wynika, ze < BEF = S FEC, co
jest teza zadania.
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