Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesigca n + 2. Szkice

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspolczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

Termin nadsytania rozwigzan: 31 V 2011

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html

Zadania z matematyki nr 617, 618
Redaguje Marcin E. KUCZMA
617. Znalez¢ wszystkie funkcje F', okreslone na zbiorze wszystkich liczb

catkowitych dodatnich, o warto$ciach rzeczywistych, spelniajace rownanie
F(3m + 2n) = F(m)F(n) dla kazdej pary liczb calkowitych m,n > 1.

618. Punkt P lezy wewnatrz rownolegloboku ABC D, przy czym srodek
odcinka AD jest jednakowo odlegty od punktéow P i C, a érodek odcinka C'D

B C

609. Na odcinku BX, po zewnetrznej stronie tréjkata

ABC, budujemy tréjkat BX Z przystajacy do AY X (tak,

ze |BZ| = |AX|, |XZ| = |Y X]). W tych tréjkatach katy przy
wierzchotkach B i A sg réwne, wobec czego BZ || CA. Zatem
kat CBZ jest rozwarty.

Skoro |AB|>|AC|, to |BZ|=|AX|>|CY|. Stad i z rozwartosci
kata C' BZ wnosimy, patrzac na trapez ZBCY, ze
|IBC| < |YZ| < |YX|+|XZ] =2 |XY].
610. Okreslamy pare ciagéw (an), (bn) wzorami: a1 = by =1,
(1) An+1 = An + 2bn,
Wobwczas as = 3 oraz
Gnt2 = Gnt1 + 2(an + bp) = ang1 + 2an + (Any1 — an) =

- 2a/'nA»l + Qn,

bn+1 = an + bn

co pokazuje, ze (an) jest ciagiem danym w zadaniu.
Ze wzoréw (1) dostajemy réwnosé

ai+1 - 257214-1 = —(ai - 26%);
a poniewaz aj — 203 = —1, wynika stad, ze a2 — 202 = (—1)".
Ustalmy n. Widaé, ze a,, jest liczba nieparzysta. Niech
p = 2m + 1 bedzie jej dowolnym dzielnikiem pierwszym.
Dostajemy zaleznosé

202 = (—1)""" (mod p).

Po podniesieniu do potegi m (i skorzystaniu z matego

twierdzenia Fermata: b2™ = 1),
(2) 2™ = (=1)™" Y (mod p).
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jest jednakowo odlegly od punktéw P i A. Punkt @ jest $srodkiem odcinka BP.
Wykazaé, ze <« PAQ = < PCQ.

Zadanie 618 zaproponowal pan Michal Kieza z Warszawy.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2010

Przypominamy tresé¢ zadan:

609. W trojkacie ostrokatnym ABC bok AB jest najdiuzszy. Na bokach AB i AC zaznaczono
odpowiednio punkty X i Y tak, ze |AY| = |BX|. Wykazaé, ze 2 - | XY| > |BC|.

610. Ciag (an) jest okreslony rekurencyjnie: a1 = 1, az = 3,

Ap = 20p—-1 + Qpn_2 dla n > 3.

Dowieéé, ze zaden wyraz tego ciggu nie ma dzielnika dodatniego postaci 8k + 5.

Za chwile wykazemy, ze jednoczes$nie

(3) 2™ = (=1)™/21 (mod p).

Roéwnosé (mod p) prawych stron (2) i (3) oznacza, ze

(4) liczby m(n + 1) oraz [m/2] sa jednakowej parzystosci.
Dla n parzystego warunek (4) méwi, ze m = 4k lub

m = 4k + 1 dla pewnego k; zatem p = 8k + 1 lub p = 8k + 3.
Kazdy dzielnik pierwszy liczby a, ma wiec taka postac.
Dowolny dzielnik dodatni (jako iloczyn pewnej liczby
dzielnikéw pierwszych) wtedy tez jest tej postaci.

Dla n nieparzystego warunek (4) implikuje m = 4k lub
m=4k+3, czylip=8k+11lub p=8k+7.1znéw, dowolny iloczyn
takich liczb tez jest liczba tej postaci. W obu przypadkach liczby
postaci 8k + 5 nie moga by¢ dzielnikami liczby a,.

Pozostaje udowodnié wzér (3). Przyjmijmy (dla ustalonego m)
oznaczenia:
A = iloczyn wszystkich liczb parzystych z przedziatu (1;m),
B = iloczyn wszystkich liczb nieparzystych z przedziatu (1;m),
C' = iloczyn wszystkich liczb parzystych z przedziatu (m + 1;2m).
Tloczyn B liczy [m/2] czynnikéw. Laczymy je z czynnikami
iloczynu C' w pary o sumie 2m + 1 (czyli p). Otrzymujemy
zwiazek C' = B - (—1)I™/21 (mod p). Stad

2"ml=2-4-...-2m)=A-C=A-B-(-1)"™/? =

= (=1)™/?m! (mod p).

Wystarczy teraz podzieli¢ przez czynnik m! (wzglednie
pierwszy z p), by uzyskaé¢ wzoér (3) i zakonczy¢ rozwiazanie.



Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan: 31 V 2011

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

502 (WT = 1,00) i 503 (WT = 3,55)
z numeru 9/2010

Jacek Piotrowski
Jerzy Witkowski
Tomasz Rudny
Andrzej Idzik
Tomasz Wietecha

Razeszéw 37,13
Radlin 33,82
Warszawa 32,65
Bolestawiec 26,47
Tarnéw 25,39

Zadania z fizyki nr 514, 515
Redaguje Jerzy B. BROJAN

514. Jednorodny krazek (blok) moze si¢ obracaé bez tarcia
wokol poziomej osi, oznaczonej na rysunku 1 kropka. Drugi
taki sam krazek jest potaczony z pierwszym nawinieta

na nie nitka. Z jakim przyspieszeniem spada dolny krazek?

515. Zbiornik zawierajacy n = 100 moli gazu doskonatego

o temperaturze T} = 400 K i pod ciénieniem p; = 2 - 10° Pa
znajduje si¢ w otoczeniu powietrza atmosferycznego

o temperaturze Ty = 290 K i pod ciénieniem pg = 1-10° Pa.
Obliczy¢ maksymalna prace, ktéra moze wykonaé¢ zespot Rys. 1
gaz + otoczenie (zaréwno bezposrednio, jak za posrednictwem maszyn
cieplnych). Cieplo molowe gazu przy stalej objetosci jest réwne Cy = %R.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2010

Przypominamy tres¢ zadan:

506. Pozioma ptytka kolowa o promieniu r i momencie bezwladnosci I obraca si¢ wokél swojej

osi bez tarcia. Jej poczatkowa predkosé katowa to wg. W plytce jest rowek, a w rowku — kulka

o masie m, ktéra moze si¢ w nim toczy¢ bez tarcia. Kulka poczatkowo znajdowala si¢ w srodku
plytki, a pod wplywem bardzo stabego impulsu zaczeta sie toczy¢ na zewnatrz i spadta z ptytki. Ile
wynosila konncowa predkosé katowa plytki wi? Rozwazy¢ trzy przypadki — gdy rowek biegnie prosto
wzdluz promienia (rys. 2(a)) i gdy ma ksztalt pétokregu (rys. 2(b) i (c)).

P @ b) T (c)

Rys. 2 Rys. 3

507. W soczewce skupiajacej o ogniskowej f widzimy obraz pozorny stozka, ktérego o$ pokrywa
si¢ z osig soczewki (rys. 3). Kat rozwarcia stozka wynosi 2«, a jego wierzchotek jest odlegly od
soczewki o x. Ile wynosi kat rozwarcia obrazu stozka 237

506. W przypadku (a) sktadowa okrezna (prostopadta do promienia) predkosci kulki
wynikata tylko z obrotu plytki i w chwili stoczenia si¢ z ptytki wynosita wir. Zgodnie
z zasada zachowania momentu pedu

IUJ()
I+ mr2’
W przypadkach (b) i (c) predkosé kulki w chwili stoczenia nie jest wprost powigzana
z wi. Oznaczmy ja vi; zauwazmy tez, ze sktadowa radialna predkosci wtedy
nie wystepuje. Mozna wiec skorzysta¢ zaréwno z zasady zachowania momentu pedu,
jak i z zasady zachowania energii:

2 .
Two = Twy + mwir”, czyli w1 =

lwo = Twi + musr, %Iwg = %wa + %mv?.
Réwnania te maja dwa rozwiazania: banalne rozwiagzanie w1 = wo (wtedy v1 = 0), oraz
,hiebanalne”
I—mr?
T+me Trm)
Rozwigzanie ,banalne” odpowiada przypadkowi (b), a ,niebanalne” — przypadkowi (c).

w1 = wo (wtedy v1 = 2wor

507. Promien biegnacy wzdluz tworzacej stozka mozna uwazaé za wybiegajacy ze
wszystkich punktéw tej potprostej, zatem po zatamaniu pobiegnie tak, jakby
wybiegal ze wszystkich punktéw jej obrazu. Stad wynika, ze jego przedluzenie

tworzy z osig soczewki kat 3. Oznaczmy przez h wysokos¢, na ktérej nastepuje
zalamanie tego promienia, a przez y odlegtos¢ obrazu wierzchotka stozka od soczewki.
Z réwnan

h h 1 1 1
tga = —, tgﬁ:_7 PO )
x y oz oy f
znajdujemy rozwiazanie
x
tg 8 = (1 - —) tg a.
f
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