Informatyczny kacik olimpijski (39): Wieze

W tym kaciku zajmiemy si¢ rozwiazaniem zadania pochodzacego z jednej
z finalowych rund konkursu TopCoder Open 2010, o nazwie Shrooks on the Board.

Jestedmy proszeni o obliczenie reszty z dzielenia liczby poprawnych ustawien wiez
na planszy przez zadang liczbe pierwsza P. Plansza jest prostokatna, ma H wierszy
oraz W kolumn. W tym zadaniu wieze sa nietypowe: atakuja jedynie pola znajdujace
sie w tym samym wierszu i do tego odlegle o co najwyzej K pol. Poprawne ustawienie
to takie, ktore zawiera co najmniej jedna wieze i zadna wieza nie atakuje innej.

Zauwazmy na poczatek, ze istnieje doktadnie jedno ustawienie, ktére nie zawiera
wiez. Bedziemy uznawali je za poprawne, a na koncu wynik zmniejszymy

o 1. Mozemy wigc ustawi¢ dowolna liczbe wiez w dowolny sposéb, byle

sie nie atakowaly. Od tej pory problemy dla poszczegdlnych wierszy sa
niezalezne. Latwo zauwazy¢, ze jezeli wieze w jednym wierszu mozna ustawic

na Xy sposobow, to ostatecznym wynikiem bedzie reszta z dzielenia liczby
(Xw)™ — 1 przez P. Do obliczenia tejze reszty wystarczy znaé reszte z dzielenia
liczby Xw przez P; koszt czasowy koncowego potegowania to O(log H).

Caly problem polega wigc na wyznaczeniu wartosci Xyy. Sprobujmy najpierw
wyprowadzi¢ wzér rekurencyjny na X,,. Mamy nastepujace mozliwosci: albo
pierwsze pole jest puste, a dalsza czes¢ planszy jest jakos zapelniona wiezami, co daje
X,,—1 poprawnych ustawien, albo tez na pierwszym polu stoi wieza, kolejne K pdl

jest pustych, a pozostale sa jako$ zapelnione, co daje dodatkowe X,,_ i1 ustawien.
N_/K Ostatecznie mamy, ze X,, = X,,_1 + X,,_x_1. Pozostaje zaznaczy¢, iz dla n < 0
przyjmujemy X,, = 1. Daje to prosty algorytm obliczajacy Xy w czasie O(W).

Inne rozwiazanie otrzymujemy, stosujac standardowa
metode obliczania wyrazéw ciaggu zadanego wzorem
rekurencyjnym za pomoca szybkiego potegowania
macierzy, patrz artykut Macierze oczami informatyka
w Delcie 7/2009. Przypomnijmy tylko, ze w metodzie
tej przedstawiamy taki oto wektor

Xn—l

Xn—K
jako iloczyn pewnej macierzy A rozmiaru
(K +1) x (K +1) i analogicznego wektora zapisanego
dla n — 1. Wéwczas zadanie sprowadza sie do

obliczenia macierzy A", co mozemy wykonaé
w czasie O(K?log W).

Sprébujmy teraz podej$é do problemu od innej strony.
Pokazemy, ze sposobéw ustawienia ¢ wiez w wierszu
dhugosci W jest tyle samo, co wyboréw ¢ elementéw
sposrod W — (¢ — 1) - K elementéw. Dla ustalenia uwagi
przyjmijmy, ze wieza zajmuje swoje pole oraz K pdl na
prawo od niego. W takim razie mozemy skonstruowacé
bijekcje miedzy ustawieniami wiez a wyborami
elementéw. Majac dane ustawienie wiez, po prostu
usuwamy K pél na prawo od kazdej wiezy poza ostatnig
i otrzymujemy wybér £ pél sposr6d W — (£ — 1)K pol.
Odwrotnie, majac dany pewien wybdr £ elementow
sposréd W — (£ — 1)K elementéw, ustawiamy wieze

w polach odpowiadajacych tym elementom i po kazdej
(poza ostatnia) dokladamy dodatkowo K wolnych pdl.

Zadanych ustawien wiez jest zatem (W_ef+K .

Oczywiscie, musi by¢ W — (K + K > /¢, czyli
W+ K

<
K+1
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Ostatecznie:
Uit W —(K+ K
Xy = Z ( , )
£=0
Aby obliczy¢ reszte z dzielenia Xy, przez P, wystarczy
umieé szybko obliczaé reszty z dzielenia symboli
Newtona przez P. W tym celu korzystamy z twierdzenia
Lucasa, ktore orzeka, ze jedli P jest liczba pierwsza
i0<b,d< P, to (“P‘H’) daje taka sama reszte

cP+d

z dzielenia przez P co ()

. (Z). Zauwazmy teraz, ze
zaréwno reszty z dzielenia liczb 0!, 1!, ... (P —1)!
przez P, jak i ich odwrotnosci modulo P, mozemy
obliczy¢ w czasie O(P) — te drugie wedlug wzordéw

odwr(k!) = (k+1) - odwr((k + 1)),
odwr((P —1)!) = —1.

Woéwezas reszte z dzielenia (Z) przez P obliczamy

w czasie stalym, natomiast (’z) ponownie zapisujemy
a’' P+b’
¢’ P+d’

spos6b symbol Newtona (Z) obliczamy w czasie
O(logp n). Mozemy wiec obliczy¢ Xy, wykonujac

O (¥ logp(W + K) + P) operacji. Mozna $miato
powiedzie¢, ze jest to O(% logW + P) operacji, gdyz
P > 2, a zadanie jest interesujace tylko dla K < W.

w postaci i zaczynamy od poczatku. W ten

Zadne z powyzszych rozwiazan nie jest jeszcze
satysfakcjonujace. Aby uzyskaé lepszy wynik,
polaczymy ostatnie dwa rozwigzania. Jedli K* < W,
to uruchamiamy rozwigzanie z mnozeniem macierzy,
a w przeciwnym przypadku rozwiazanie przez symbole
Newtona. Ostatecznie, cate zadanie rozwigzujemy
w czasie O(W% logW + log H + P) przy zuzyciu
pamieci rzedu O(P + VW),
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