Rys. 4. Dla ¢ = 1, 2, 3 przez r; oznaczamy
promien okregu O;.

Zadanie 8 pochodzi z I etapu
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Twierdzenie Cevy Joanna JASZUNSKA

W wielu zadaniach dane sg trzy proste, ktore albo przecinaja sie w jednym
punkcie, albo nalezy to o nich udowodnié. Wygodnym narzedziem bywa wtedy

Twierdzenie Cevy. Punkty D, E, F' nalezq odpowiednio do bokéw BC,CA, AB
tréjkata ABC' (rys. 1). Wowczas proste AD, BE, CF przecinajq si¢ w jednym
punkcie wtedy 1 tylko wtedy, gdy

AF BD CE

FB DC EA
1. W sytuacji z rysunku 1 wyznacz najmniejsza warto$¢ wyrazenia

AF  BD CFE

FB ' DC T EA
2. Punkty D, E, F' s punktami styczno$ci okregu wpisanego w trojkat ABC
odpowiednio do bokéw BC,CA, AB. Wykaz, ze proste AD, BE, C'F' przecinaja
sie w jednym punkcie (tzw. punkcie Gergonne’a).

3. Punkty D, E, F naleza odpowiednio do bokéw BC, C A, AB trojkata

ABC, proste AD, BE, C'F przecinaja si¢ w jednym punkcie. Proste DE i DF
przecinaja prosta réwnolegla do BC, przechodzaca przez punkt A, odpowiednio
w punktach E’ i F’. Udowodnij, ze punkt A jest érodkiem odcinka E’F”’.

4. Dane sa roztaczne zewnetrznie okregi Oy, Oz, O3 o srodkach odpowiednio P,
Py, P3. Te dwie styczne do obu okregéow O1, O, ktére rozdzielaja te okregi,
przecinaja sie w punkcie As. Punkty A; i A zdefiniowane sa analogicznie.
Wykaz, ze proste Py Ay, PoAsg, P3As przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwigzania

R1. Z nieré6wnoéci miedzy Srednia arytmetyczna a geometryczna i z twierdzenia
Cevy mamy

1 AF+BD+C’E >3AF BD C’E_1
3 \FB  DC " EA)” \\FB DC EA "
Stad najmniejsza wartoscia sumy jest 3. Kiedy jest ona osiggana? [J
R2. Zachodza nastepujace réwnoscei odcinkéw stycznych do okregu (rys. 2):

EA= AF, FB = BD, DC = CE. Stad
AF BD CE AF BD CE

co na mocy twierdzenia Cevy konczy dowdd. O

R3. Skoro AF' || BD, to AAF'F ~ ABDF (rys. 3). Stad AF/FB = AF'/BD.

Podobnie CE/EA = DC/FE’A. Z twierdzenia Cevy otrzymujemy teze:

_AF BD CE AF' BD DC _AF

“ FB DC EA BD DC E'A FEA
Wskazdwka 4. Punkty Py, As, P> sa wspélliniowe (rys. 4) i z twierdzenia Talesa
Py A3/ AsPy =11 /ro.

Zadania domowe:

5. Punkty D, E, F' sg punktami styczno$ci okregéw dopisanych do tréjkata ABC
odpowiednio do bokéw BC,CA, AB. Wykaz, ze proste AD, BE, CF przecinaja
sie w jednym punkcie (tzw. punkcie Nagela).

6. Punkty D, F, F naleza odpowiednio do bokéw BC,C A, AB trojkata
ostrokatnego ABC, przy czym < ADB = 90° oraz X ADE = < ADF. Wykaz,

ze proste AD, BE,C'F przecinaja sie w jednym punkcie.

7. Wykaz, ze w jednym punkcie przecinaja sie: sSrodkowe dowolnego tréjkata,
dwusieczne dowolnego trojkata, wysokosci tréjkata ostrokatnego.

8. Przekatne AC' i BD czworokata wypuklego ABC D przecinaja sie

w punkcie P. Punkt M jest srodkiem boku AB. Prosta M P przecina bok CD
w punkcie @. Udowodnij, ze stosunek pél trojkatow BCP i ADP jest réwny
stosunkowi dtugosci odcinkow CQ i DQ.
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