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Jak zaparkowaé¢ samocho6d?
Aleksander HORAWA™, Krzysztof KAPULKIN ™

Rozwazmy nastepujacy problem: na pewnym parkingu znajduje sie n miejsc,
ustawionych w rzedzie, ponumerowanych liczbami naturalnymi 1,2,... . n.

Kazdy z parkujacych tam n kierowcow ma swoje ulubione miejsce: dla i-tego
kierowcy niech bedzie to miejsce o numerze a;, przy czym dla réznych kierowcdw
miejsca te nie musza by¢ rézne. Kierowcy przyjezdzaja kolejno na parking: kiedy
i-ty kierowca wjezdza na parking, jedzie az do swojego ulubionego miejsca,

a nastepnie, jesli jest wolne, parkuje tam, jesli za$ jest zajete, parkuje na
nastepnym wolnym miejscu. Jesli wszystkie nastepne miejsca sa zajete, odjezdza.
Sprobujemy okresli¢ liczbe wszystkich takich ciagéw preferencji (a1, as, ..., a,),
ze wszystkim kierowcom uda si¢ zaparkowaé swoje samochody.

Ciag (a1, as,...,a,) o wyrazach w zbiorze {1,2,...,n} bedziemy nazywaé funkcjq
parkingowq dlugosci n, jesli wszystkim kierowcom uda sie zaparkowaé¢ samochody.

Na poczatek zobaczmy, ile wynosi liczba funkcji parkingowych dlugosci n dla

n =2 in = 3. Mamy mianowicie:

e dla n = 2 trzy takie ciagi: 11, 12, 21,

e dla n = 3 szesnascie takich ciagéw: 111, 112, 121, 211, 113, 131, 311, 122,
212, 221, 123, 132, 213, 231, 312, 321.

Problem wyznaczenia wszystkich funkcji parkingowych dlugoéci n zostat

rozwiazany przez Pyke’a w 1959 roku oraz niezaleznie przez Konheima i Weissa

w 1966 roku. Okazuje si¢ mianowicie, ze zachodzi nastepujace

Twierdzenie. Liczba wszystkich funkcji parkingowych dlugosci n wynosi
(n+1)" L.

Dowdéd. Zmodyfikujmy nieco nasz problem: na poczatku parkingu (tj. przed
miejscem o numerze 1) dodajemy miejsce o numerze 0. Ponadto pozwalamy
kierowcom, ktorym nie udalto sie zaparkowaé zgodnie ze starymi regulami,
przejechaé przez parking po raz drugi, poczawszy od miejsca 0, az do pierwszego
wolnego miejsca.

Oczywiscie, teraz wszystkim kierowcom uda si¢ zaparkowaé samochody, a jedno
miejsce pozostanie wolne. Latwo zauwazyé, ze ciag (ay,as, ..., a,) jest funkcja
parkingowa wtedy i tylko wtedy, gdy po zaparkowaniu samochodéw przez
wszystkich kierowcow miejsce 0 pozostanie wolne.

Niech (a1, as,...,a,) bedzie dowolnym ciagiem o wyrazach w zbiorze
{1,2,...,n}. Jesli zgodnie z tym ciagiem i-ty kierowca zaparkuje na miejscu p;,
to (dla j € {1,...,n}) zgodnie z ciagiem

<CL1 +j7a2 +j7"'7an +]>

(oczywiscie modulo n + 1) zaparkuje na miejscu (p; + j) mod (n + 1).

Dla kazdego ciagu {(ay,...,a,) o wyrazach ze zbioru od 1 do n rozwazmy zbiér:
(*) {<a1 +.7a a2 +.7a ceeyQp T+ .]> mod (n + 1)}]‘:0,1,4..,17,-
Kazdy taki ciag wyznacza n-elementowy podzbiér zbioru {0,1,...,n} — zbiér

tych miejsc, na ktérych zaparkuja kierowcy. Odwrotnie: kazdy taki podzbiér jest
wyznaczony przez pewien ciag postaci (a; + j,as + j,...,an + j) mod (n+1).
Oczywiscie, tylko jeden n-elementowy podzbiér zbioru {0,1,...,n} nie zawiera
liczby 0, a zatem tylko jeden ciag z powyzszego zbioru jest funkcja parkingows.
Suma wszystkich zbioréw (x) jest zbiorem wszystkich ciagéw dlugosci n o wyrazach
ze zbioru {0,1,...,n}. Liczba takich ciagéw wynosi (n + 1)". Zatem liczba
funkcji parkingowych dlugosci n musi byé réwna

(n+1)"

n+1

Funkcje parkingowe, o ktérych mowa w powyzszym twierdzeniu, znalazly szereg
zastosowan w kombinatoryce, a w szczegdlnosci w teorii graféw. Jako przyktad

=(n+1)"" O
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Las, jak tatwo si¢ domysli¢, to po prostu
zbiér drzew. A las ukorzeniony to zbiér
drzew ukorzenionych.

Wskazéwka. Udowodnij (przez indukcje),
ze cigg (a1, az,...,an) jest funkcjg
parkingowa wtedy i tylko wtedy, gdy
jego niemalejgca permutacja jest
funkcjag parkingowa.

Flexor Connelly’ego

Prawie dwiescie lat temu Augustin Cauchy udowodnit, ze
wieloscian wypukly, ktéry ma sztywne $ciany, jest caly sztywny,
chocby jego krawedzie byly wyposazone w najlepsze zawiasy.

I postawil problem, czy zalozenie wypuktlosci jest konieczne.

W 1978 roku Robert Connelly pokazal wielo$cian, ktérego siatka
jest na rysunku. Nalezy ja sklei¢ tak, by kolorowe krawedzie
zwrbcone byly | ostrzem” na zewnatrz, a czarne — do wewnatrz.
Wieloscian ten jest flexorem, czyli wieloscianem, ktéry moze sie

odksztalcaé bez odksztalcania Scian.

Flexor Connelly’ego najlepiej wykonaé dla nastepujacych

wymiaréw krawedzi:

AK =AL=FK=FL=HK =HL=KM = LM = 15a,

AB =AC =BC =DFE =DF = EF =9, AM = FH = 4a,
AD =BE=CFE=HM =12a, BD =CF =CK = DL = 16a,
CG = 1la, EG = 5a, FFG = 7a; rozsadnie jest przyja¢ a =1 cm.
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Rys. 1

mozna przytoczy¢ twierdzenie Sylvestera, Borchardta i Cayleya méwiace o tym,
ze liczba wszystkich laséw ukorzenionych o n ponumerowanych wierzchotkach
jest rowna liczbie funkcji parkingowych dlugosci n. Czytelnik moze w charakterze
prostego ¢wiczenia sprébowaé wykazaé, ze liczba niemalejacych funkcji

parkingowych wynosi doktadnie
1 2n
n+1\n /)

Na koniec powiedzmy, ze liczby tej postaci, zwane liczbami Catalana, wystepuja
w wielu miejscach w bardzo réznych dziedzinach matematyki. Kombinatorycznie
liczby Catalana mozna zdefiniowaé na ponad 60 réznych sposobéw. Dla przyktadu,
liczby Catalana to: liczba poprawnych nawiasowan przy uzyciu n par nawiaséw,
liczba ciagéw zero-jedynkowych zdominowanych przez 0, liczba triangulacji

(n + 2)-kata wypuktego. Ale to juz zupelnie inna opowiesé.

M. K.

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 781. Jaki jest opdér miedzy punktami A i B sieci pokazanej na rysunku 17
R =98, Ry =6 (.
Rozwiazanie na str. 24

F 782. Dla obwodu z rysunku 2 wyznaczy¢ warto$é¢ R, taka ze moc wydzielana
miedzy punktami A i B jest maksymalna.
Rozwiazanie na str. 24

Redaguje Przemystaw MAZUR

M 1303. Czescia wspolna dwoch przystajacych kwadratow jest osmiokat. Jego
boki bedace na obwodzie jednego z kwadratéw oznaczamy ciagta linia kolorowa,
a boki na obwodzie drugiego — przerywana. Udowodnié, ze suma diugosci
odcinkéw ciaglych jest rowna sumie dtugosci odcinkéw przerywanych.
Rozwiazanie na str. 9

M 1304. Dane sa takie liczby niewymierne dodatnie p, g, ze % + % =1
Udowodni¢, ze kazda liczba catkowita dodatnia wystepuje dokladnie raz
w doktadnie jednym z ciagéw (|np])S,, (|ng))se,.

Rozwiazanie na str. 14

M 1305. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb caltkowitych dodatnich m,n i dla
dowolnych liczb rzeczywistych nieujemnych x,y spelniajacych warunek x +y =1
zachodzi nieréwno$é (1 — ™)™ + (1 —y™)™ > 1.

Rozwiazanie na str. 8
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