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Rys. 1. Igta rzucona na podtoge z desek.
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Zalozenie cigglosci funkeji f opisanej
zalezno$cia (1) w rozpatrywanej sytuacji
wydaje si¢ bardzo naturalne: bardzo
mala zmiana diugosci rzucanej krzywej
spowoduje rowniez niewielka zmiane
wartosci oczekiwanej liczby przecigc.

Jednym z najbardziej znanych zagadnien prawdopodobienstwa geometrycznego
jest problem igly Buffona. Tresé tego zadania zna wiele osob, ktore, nawet

jesli nie znaja sposobu rozwiazania, to wiedza, ze jest ono zwigzane z liczba .
Istotnie, pozwala to (w odpowiednim modelu matematycznym) wyznaczy¢ przez
wykonanie serii doswiadczen wartos$¢ liczby 7 z dokladnoscia zalezna od liczby
dodwiadczen.

Treéé¢ zadania brzmi: na podloge wylozong identycznymi, nieskonczenie dliugims
deskami jedna obok drugiej (tak Ze nie ma miedzy nimi przerw) rzucamy igle

o nierozroznialnych koncach. Jakie jest prawdopodobienstwo, Ze igla bedzie
dotykaé miejsca styku dwdch desek?

Podloge mozemy zastapi¢ plaszczyzna podzielona rodzina prostych

rownoleglych L, reprezentujacych miejsca styku dwéch desek. Odlegltosé miedzy
dwiema kolejnymi prostymi jest réwna a — szerokosci deski. Jezeli przyjmiemy
realistyczne zalozenia, ze grubos¢ igly jest duzo mniejsza od szeroko$ci deski oraz
ze igta nigdy nie upadnie na sztorc, to mozemy traktowaé ja jak odcinek o dhugoéci I.

Nie napisze kolejny raz standardowego rozwiazania — jest ono wystarczajaco
rozpowszechnione. Zastanéwmy sie nad innym podej$ciem do tego problemu.

Niech f(l) oznacza $rednia liczbe przecieé odcinka o dlugosci [ z prostymi
rodziny Lq przy jednym rzucie. Zauwazmy, ze jesli nasz odcinek dowolnie
podzielimy na dwie czesci o dlugosdcei i y (oczywiscie x +y = [ oraz z,y > 0),
to wartos¢ oczekiwana liczby przecie¢, liczona dla mniejszych fragmentéw, po
zsumowaniu da wartos¢ oczekiwang liczby przecie¢ dla odcinka wyjsciowego:

(1) ) = fz+y) = fx)+ f(y)

Dodajmy jeszcze jedno proste spostrzezenie: f(0) = 0.

7 powyzszej réwnosci wynika bardzo wazny wniosek: warto$é f(1) bedzie taka
sama, gdy zamiast odcinkiem bedziemy ,rzuca¢” dowolna tamana o dlugosci [

— wystarczy podzieli¢ ja na kawalki prostoliniowe i uzy¢ réwnosci (1) tyle

razy, ile tych kawalkéw bedzie. Stad dla dowolnego wielokata o obwodzie
réwnym [ w naszym doswiadczeniu otrzymamy taka sama wartosé oczekiwana
liczby przecieé¢ z prostymi z rodziny Ly jak dla iglty o dlugosci [. Te wlasnosé
maja réwniez krzywe o dlugosci [, ktére mozemy podzieli¢ na malte fragmenty
wygladajace prawie jak odcinki. Takie krzywe moga by¢ zamkniete (na przykiad
okrag spelnia powyzszy warunek). Dla uproszczenia zakladamy, Ze nie maja
samoprzecieé (czyli 6semki nie uwzgledniamy).

Zaleznosé (1) jest réwnaniem funkcyjnym, zwanym rdwnaniem Cauchy’ego, ktére
przy zalozeniu ciaglosci szukanej funkcji f spelniaja tylko funkcje liniowe:

(2) f(t) = ct,
gdzie c jest stala. Stala ¢ mozna wyznaczy¢, zauwazajac, ze okrag o promieniu
r = 5, przy dowolnym ulozeniu na rozwazanym podlozu, zawsze bedzie miat
doktadnie dwa punkty wspélne z narysowanymi prostymi. Obwdd tego okregu
wynosi [ = am, stad

, 2= f(ar) =c-am,

a wigc c = =.

Zauwazmy, ze odcinek o dlugosci I < a moze przeciaé¢ co najwyzej jedna prosta
z rodziny L,. Zatem w tym przypadku

f)=1-p+0-(1-p)=p,
gdzie p jest szukanym prawdopodobienstwem przeciecia odcinka i prostej z L.
To daje nam oczekiwany wynik:

p=fl)=c=

Stad wlasciwie ,za darmo” otrzymujemy dowdd twierdzenia Barbiera. Zanim
przejdziemy do szczegdlow, zwroémy uwage, ze do wyznaczenia stalej ¢
z réwnosci (2) moze postuzyé dowolna krzywa o nastepujacej wlasnosci:
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Rys. 2. Trojkat Reuleaux.

Niech punkty A, B, C beda wierzchotkami
tréjkata rownobocznego. Zakreslmy tuk
laczacy punkty B i C i majacy Srodek

w punkcie A. Analogicznie zakre$lamy
tuki od punktu C do A i érodku w B oraz
od A do B o $rodku w C. Luki te tworzg
tréjkat Reuleaux.
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Rys. 3. Igla rzucona na plaszczyzne
podzielong rodzinami prostych Ly i Lo.

Rys. 4. Zbiér C zdarzen, w ktérych igla
przecina prosta z Ly i prosta z Lo.

Rys. 5. Mur z cegiel.

przy kazdym potozeniu takiej krzywej na naszym podtozu, podzielonym
prostymi réwnolegtymi z rodziny L;, przecina sie ona z prostymi w dokladnie
dwdéch punktach. Takie krzywe nazywaja si¢ krzywymi o stalej szerokosci,

a najpopularniejszym przyktadem takiej krzywej, réznym od okregu, jest trojkat
Reuleaux. Dodajmy jeszcze, ze réznych, parami niepodobnych krzywych, o stalej
(i ustalonej) szerokosci jest nieskoficzenie wiele.

Twierdzenie (Barbier, 1860). Figury o stalej szerokosci a majg jednakowe
obwody rowne am.

Dowdd. Zatézmy, ze F jest figura o stalej szerokosci a. Figura F' dowolnie
umieszczona na plaszczyznie z narysowang rodzina prostych L; bedzie mie¢
dokltadnie dwa punkty wspdélne z tymi prostymi. Jesli [(F) oznacza obwod
figury F', to bezposrednio z definicji funkcji f mamy

faUF) =2.

) = 2 -t, i dlatego
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I(F)=—" UF).
FUF) = = 1(F)
Skad natychmiast otrzymujemy [(F') = am — obwdd figury F' zalezy wiec jedynie
od szerokosci a. O

Z drugiej strony wiemy juz, ze f(t

2

Zajmijmy sie teraz nieco innym zadaniem. Dorysujmy na plaszczyznie rodzine
prostych réwnoleglych Lo, takich ze odlegto$é miedzy dwiema kolejnymi
prostymi z tej rodziny jest rowna b, a rodzina prostych Lo przecina proste Lq
pod danym katem 3 € (0, 7]. W ten sposéb otrzymujemy ptaszczyzne podzielong
prostymi na przystajace réwnolegltoboki. Obliczmy prawdopodobienstwo tego,

ze igla przetnie rownoczes$nie ktérakolwiek z prostych rodziny Ly i prostych
rodziny Lo w tej, nieco ogdlniejszej, sytuacji. Ponizej przedstawie rozwigzanie
metoda ,standardowa”, jednak zachecam do poszukiwania metody podobnej do
powyzszej, za pomoca réwnania funkcyjnego.

Polozenie igly w tym przypadku najlepiej okredlié, znajac kat a € [0, 7) miedzy
igly a prosta rodziny Ly, odlegtos¢ dy < § srodka igly od najblizszej prostej

z rodziny L oraz odleglosé do < % srodka igly od najblizszej prostej rodziny Lo.

Przestrzenia zdarzen elementarnych 2 jest zbiér

Q=10,7) x [0%} X {0,;].

Igla przetnie proste, gdy parametry (a, dq,ds) € 2 spelniaja warunki

3) C'{%sin|a—ﬁ|>al27

%sina >d.

Do obliczenia miary (objetosci) powyzszego podzbioru C' przestrzeni (2 mozemy
wykorzystaé regule Cavalieriego: zeby otrzymac objetosé C', catkujemy wzgledem
t € [0,7) pola przekrojéw C' plaszczyznami o = t. Latwo sprawdzié, ze kazdy
przekroj figury C' plaszczyzna o = ¢ dla ¢ € [0,7) jest prostokatem o wymiarach
é sin [t — B na % sint. Otrzymujemy wiec

F ! i !
|C\:/0 isin(ﬂa)'isinada+/ﬁ §Sin(afﬂ)~§sinada:
2

. ™
= Z(smﬂﬂcosﬁqL 50055).

Gdy a,b > [, szukane prawdopodobienstwo wyraza sie przez stosunek objetosci
obszaru C' do objetosci prostopadtoscianu €2

IC|  PP(sinB+ (5 — ) cos 3)
w N abm ’

Mozna zastanawia¢ sie nad podobnymi zagadnieniami: na przyktad,
ciekawy wydaje sie rzut igta na ptaszczyzne z narysowana mozaika ztozona
z przystajacych prostokatéw, tworzacych ,mur z cegiel”. Rozwiazanie tego
problemu pozostawiam Czytelnikom.
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