Informatyczny kacik olimpijski (38): Oszczedny kod

Tematem kolejnej edycji Kacika jest zadanie pochodzace z zeszlorocznej
Miegdzynarodowej Olimpiady Informatycznej o nazwie Oszczedny kod (ang. Saveit).

Naszym celem jest zakodowanie, a pdzniej odkodowanie pewnych informacji.
Musimy zaimplementowaé¢ dwie czeéci programu, z ktérych pierwsza

otrzyma pewien nieskierowany spdjny graf oraz liczbe H. Jej zadaniem jest
wygenerowanie ciaggu bitéw. Na podstawie tegoz ciggu, liczby N — liczby
wierzcholtkéw grafu — oraz liczby H, druga cze$¢ programu powinna odkodowac
interesujace nas informacje, tzn. najkrétsze odleglosci pomiedzy pewnymi
parami wierzchotkéw grafu. Wyjadnijmy teraz, ze wierzchotki grafu sa
ponumerowane od 0 do N — 1, a interesuja nas odleglosdci wierzchotkéw

o numerach od 0 do H — 1 do wszystkich wierzchotkéw grafu. Kluczowe

w zadaniu jest wygenerowanie mozliwie krétkiego ciggu bitow, ktéry pozwoli
Jak osiagnaé poziom bezpieczenstwa 3 na odkodowanie potrzebnych informacji. Przyjmujemy, ze numery wierzchotkow

Poczatkowo traktujemy kazda grupe jako  (oraz inne liczby mniejsze niz N) mozemy zapisaé, uzywajac B bitéw (czyli
pojedyncza osobe i rozwigzujemy problem . .
w istocie B = [log N1).

w starym modelu dla k oséb i dla

B — jzfoéoifzi kal\?:ts(;ﬁitu Najprostszym sposobem jest po prostu przestanie calego grafu. Niewatpliwie jest
uzyskane punkty traktujemy jako kolejne t0 Wystarczajace do uzyskania wszelkich informacji na jego temat. Graf mozna
sekrety, ktdre w obrebie grupy ponownie  przestaé jako liczbe krawedzi, a nastepnie ich liste. W przypadku, gdy graf jest
;Teyf;”;gz;; I;(I?;:;::JO::??;;;}:”kl pelny, daje to (N? — N + 2) B bitéw. Mozna tez przesta¢ macierz sasiedztwa, ktéra,
i trzech potrzebnych do odszyfrowania.  naturalnie, zawiera N (N — 1)/2istotnych bitéw (mimo ze jest ich tacznie N (N — 1),

ale polowe z nich mozna ustali¢, korzystajac z symetrycznosci tej macierzy).

Kolejnym pomystem jest najpierw obliczy¢ wszystkie interesujace nas odleglosci,
a nastepnie zakodowac je i przesta¢ do drugiej czesci programu. Interesujacych
nas liczb jest NH i kazda zajmie B bitéw, co da tacznie N HB bitow. Jest to
dosy¢ satysfakcjonujace rozwiazanie i byto na Olimpiadzie doceniane potowa
liczby punktéw za to zadanie.

Istnieja jednak lepsze rozwiazania, opierajace sie na nastepujacych spostrzezeniach.
Przede wszystkim zwrdéémy uwage na to, jaki jest zwiazek odleglosci dwdch
sasiednich wierzchotkéw a i b od ustalonego wierzchotka c. Ot6z, nie moga one
roznic si¢ o wigeej niz 1. Wezmy bowiem najkrétsze Sciezki z ¢ do tych dwoch
wierzcholtkéw, dlugosci d(e, a) i d(e,b), odpowiednio. Oczywiscie, mogliby$my

z ¢ pojé¢ do a, a nastepnie przejs¢ krawedzia z a do b, co daloby odlegtosc¢
d(c,a) + 1, a skoro dlugosé najkrétszej $ciezki z ¢ do b to d(c, b), wiec mamy
d(c,b) < d(c,a) + 1. Analogicznie w druga strone. Réznica miedzy d(c,a) i d(c,b)
nalezy wiec do zbioru {—1,0,1}.

Aby skorzystaé z powyzszego faktu, musimy najpierw Ostatnie usprawnienie, wymagane na zawodach do
wiedzie¢ o jakichs parach wierzcholkdw, ze sa uzyskania maksymalnej noty, polega na tym, aby
sasiadami. W zwiazku z tym spdjrzmy na wierzchotek zmniejszy¢ te wlasnie dwdjke do jakiejs mniejszej
o numerze 0 i dla kazdego innego wierzchotka x statej. Widzimy bowiem, ze nie wykorzystujemy
znajdzmy f, — najblizszy od x wierzcholek na w pelni tych dwdch bitéw, skoro kodujemy na nich
najkrotszej sciezce z x do 0. Zauwazmy, ze pary tylko trzy rézne mozliwoéci, zamiast dostepnych
(z, fz) to krawedzie naszego grafu, ktére tworza czterech. Dobrym pomystem jest spojrzenie na
drzewo rozpinajace. Na ich podstawie mozemy pelen bajt (tzn. 8 bitéw) i spostrzezenie, ze mozna
tatwo wyznaczy¢ odlegltosci wszystkich wierzchotkéw w nim zakodowaé 256 réznych mozliwosci, a wiec
od 0 ze wzoru d(0,z) = d(0, f,) + 1. Zastan6wmy w szczegdlnosei 243 = 35 réznych mozliwosci, czyli
sie teraz, jak wyznaczy¢ odleglosci od wszystkich pie¢ wartosci r(z, z). Stad dwdjke mozemy mniej
wierzchotkéw z wierzchotka z € {1,2,..., H — 1}. wiecej zastapié liczba % — liczba wykorzystanych bitéw
Przede wszystkim znamy d(0, z) = d(z,0). Ponadto, to wowezas [log N|(N — 1) + 8(%"
dla kazdego x # 0 mamy: d(z,z) = d(z, fz) + r(z, ),
przy czym wiemy juz, ze r(z,x) € {—1,0,1}, gdyz Zachecamy Czytelnika do zastanowienia sie,
i f, sa sasiadami. W takim razie wystarczy czy do rozwiazania zadania wystarczy uzy¢
przestaé wszystkie liczby f, oraz r(z,xz), ktére [(N—=1)log NT+ [(H — 1)(N — 1) log 3] bitéw
zajmuja B(N — 1) + 2(H — 1)(N — 1) bitéw. Dwdjka (zauwazmy, ze nie jest to wielka poprawka, gdyz
oznacza tu dwa bity potrzebne na przestanie liczby log 3 ~ 1,58496). Warto takze zastanowié sie, jak szybko
ze zbioru {—1,0,1}. dziataja wszystkie opisane wyzej rozwigzania.
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