Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

www.sem.edu.pl
' W roku szkolnym 2010/2011 odbywa sie szésta edycja Olimpiady Matematycznej

Gimnagjalistéw. Jest to juz od kilku lat najbardziej prestizowy ogdlnopolski
konkurs matematyczny dla uczniéw gimnazjow. Pierwszy etap (korespondencyjny)
zakonczyl sie 25 pazdziernika. Wzieto w nim udzial okoto 1000 uczniéw (w momencie

@ skladania tego tekstu do druku nie byla znana dokladna liczba uczestnikéw). Jest
to liczba poréwnywalna z poprzednia edycja OMG. Ponizej przedstawiamy wraz
z przykladowymi rozwiazaniami trzy zadania z pierwszego etapu VI OMG, ktoére
— zdaniem autoréw tego tekstu — nalezaty do najciekawszych.

Zadanie 2. W pewnym czworoscianie kazdy wierzcholek polgczono odcinkiem ze
srodkiem okregu opisanego na przeciwleglej Scianie. Okazalo sie, Ze otrzymane
odcinki sqg wysokosciami czworoscianu. Wykaz, Ze czworoscian ten jest foremny.

Rozwiazanie. Zauwazmy, ze jezeli odcinek taczacy wierzcholek czworoscianu

ze $rodkiem okregu opisanego na przeciwleglej Scianie jest jednoczesnie
wysokoscia tego czworoscianu, to krawedzie wychodzace z tego wierzchotka

sa réwnej dlugosci (patrz rysunek 1). Oznaczmy wierzchotki czworo$cianu
przez A; oraz dlugosé krawedzi wychodzacych z wierzchotka A; przez a;, gdzie
i=1,2,3,4. Wtedy krawedz A;A;, gdzie ¢ # j, wychodzi z wierzchotka A; oraz
Rys. 1 z wierzcholka A;. Oznacza to, ze a; = a;, a wigc czworoscian jest foremny.

Zadanie 5. W kazde pole kwadratowej tablicy 100 x 100 wpisano liczbe
rzeczywistq. Okazalo sie, Ze suma liczb wpisanych w kaZde cztery pola, ktore
L-tetraminem nazywamy figurg mozna nakryé L-tetraminem, jest rowna zeru. Wyznacz sume liczb wpisanych

skladajacy si¢ z caterech kwadratow w pola, ktére znajdujq sie na obu przekgtnych tablicy.
o boku 1, utozonych jak na rysunku:

Rozwiazanie. Oznaczmy liczbe wpisana w i-ty wiersz i j-ta kolumne tablicy
przez a; j, gdzie i,j = 1,...,100. Przykrywajac L-tetraminem liczby a1 1, a1 2,
a2,2,a3,2, a nastepnie liczby a2, 02,2, a3.2,a1,3, stwierdzamy, ze a1, = a1 3.
Postepujac analogicznie, zauwazamy, ze a; j = a(i12),; dlai=1,...,98,
J=1,...,100 oraz a; ; = a; (j4o) dlai=1,...,100, j = 1,...,98. Otrzymany
wynik oznacza, ze rozwazana tablica jest okresowa o okresie 2. Innymi stowy,
L-tetramina mozna obracaé i odbija¢ dowolny kwadrat wymiaru 4 x 4, zawarty w tej tablicy, ma postac jak na
symetrycznie. rysunku 2. Przykrywajac L-tetraminem pierwsze dwie kolumny rozwazanego
kwadratu, wnioskujemy, ze a + b + ¢ + d = 0. Przykrywajac L-tetraminem liczby
a,c,a,b, otrzymujemy 2a + b+ ¢ = 0, co razem z poprzednia réwnoscia daje
a = d. Przykrywajac L-tetraminem liczby b, d, b, a, wnioskujemy analogicznie,
ze a = c. Zatem rozwazana tablica zawiera tylko dwie rézne liczby a = a; ;
dla i + j parzystych i b = a; ; dla i 4 j nieparzystych. Ponadto widzimy, ze
a+b+c+d=2(a+0b)=0. Stad suma wszystkich liczb stojacych na obu
gltéownych przekatnych tablicy wynosi

Rys. 2 a1+ azz2+ ...+ aipo,100 + @1,100 + @299 + ... + a100,1 = 100((1 + b) =0.
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Zadanie 7. Udowodnij, ze nie istniejq liczby nieparzyste a i b spelniajgce
réwnanie a® — b = 4.

Rozwiazanie. Zapiszmy rozwazane réwnanie w postaci (a + 2)(a — 2) = b.
Liczby a 4+ 2 i a — 2 sa nieparzyste i réznia sie o 4. Jezeli d jest wspolnym
dzielnikiem liczb a + 2 i a — 2, to d dzieli takze réznice tych liczb. Liczba 4
(poza liczbami 1 i —1) ma tylko parzyste dzielniki i dlatego liczby a + 2 i a — 2
sa wzglednie pierwsze. Wnioskujemy stad, ze a +2 =k3ia —2 = I3,

gdzie k, [ sa liczbami nieparzystymi. Z definicji liczb k i [ wiemy, ze

k3 — 13 = (k —1)(k?® + kl + I?) = 4. Zauwazmy, zZe liczba k — [ nie moze by¢
réwna 2, poniewaz liczba k? + kl 4 12 jest nieparzysta. Pozostal do rozwazenia
przypadek k — [ = 4. Wtedy k2 + kl +1?> = (k —1)? + 3kl = 16 + 3kl = 1, co
prowadzi do réwnosci kl = —5. Jedyne pary liczb catkowitych (k, 1), gdzie k > I,
spelniajace te réwnos¢, to (5, —1) oraz (1,—5). W obu przypadkach k — [ = 6

i otrzymujemy sprzecznos¢, ktora konczy rozwiazanie zadania.
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