Inne spojrzenie, czyli odpowiedZz na pytanie, dlaczego

Martin Gardner byl wielkim matematykiem,
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Puchary

cho¢ matematykiem nie byt

Martin Gardner urodzit si¢ 21 pazdziernika 1914 r., a zmart 22 maja 2010 r.
Dwadziedcia pieé lat (1956-81) z jego dlugiego zywota zajeto redagowanie kacika
matematycznego w Scientific American. I mozna by dopisaé tu liste jego ksiazek
i artykuléw. Ale to byloby bez sensu. Bo o tym, co czlowiek zrobil naprawde,
decyduje jedynie to, co w Swiecie po jego $mierci jest — dzigki niemu — inne, niz
gdy sie rodzit.

Doé¢ rozpowszechnione jest mniemanie, ze matematyka to jest to, co robia
matematycy. I wydaje sie na pozér, ze nie ma mozliwosci réznych interpretacji
tego zdania. Pewien niepokdj moze, co prawda, wywolywac fakt, ze tego
rodzaju poglad maja réwniez uczniowie szkét nizszych szczebli, co dla tych

z nich, ktérzy sprébuja uprawia¢ matematyke zawodowo, moze sie stac
traumatycznym przezyciem po wstapieniu na studia. Aby temu zaradzid,
powstalo (w szczegélnosci) dzieto Co to jest matematyka? Couranta i Robbinsa,
w ktorym w sposob przystepny zrelacjonowano gtéwne pojecia i wyniki matematyki
u progu XX wieku. Zaplecze dla tej ksiazki stanowily (niezbyt, co prawda,
liczne) opracowania, od Geometrii pogladowej Hilberta i Cohn-Vossena po
Kalejdoskop matematyczny Steinhausa. I one definiowaly matematyke, cho¢
spoleczna opinie na ten temat deformowaly (obok programu szkolnego)
rozliczne dzieta popularyzatorow. I wydawalo sie, ze tak byé¢ musi i tak

juz zawsze bedzie: matematyka to produkty koncowe tego, czym zajmuja

sie zawodowcy, plus techniczne przepisy umozliwiajace wykonywanie

obliczen praktycznych.

Martin Gardner nie byl matematykiem. Moze wtasnie dlatego mégl dostrzec,
ze matematyka — nawet okreslona wedle powyzszych zasad — zmienia sig.
Coraz wiecej bowiem matematykéw zaczelo zajmowaé sie budowaniem
matematycznych modeli rzeczywistosci. Dzialalno$é¢ ta zaczela dotyczyc

nie tylko oczywistych opisow zjawisk fizycznych i ich technicznych realizacji,
ale réwniez proceséw chemicznych, struktur biologicznych, medycyny,

regul genetycznych, prawidlowosci handlu — i szerzej — gospodarki, zjawisk
spolecznych i psychicznych, wszelkiej logistyki, a nawet kultury.

Powszechnosé¢ stosowania modeli matematycznych we wszystkich dziedzinach
zycia kazata Gardnerowi postawié¢ pytanie, co on powinien zaczerpnaé

z matematyki, by mégt prawidtowo i bez obaw postugiwac sie tymi wszystkimi
strukturami. Odpowiedz byla bardzo prosta — i moze dlatego dla wielu do dzi$
niedostrzegalna — nie bedac matematykiem, z matematyki trzeba zaczerpnaé
nie jej wyniki i pojecia, lecz sposéb my$lenia. I upowszechnieniem tego
przekonania zajmowal si¢ cale zycie.

Kazdy bez trudu w Internecie, bibliotece czy ksiegarni znajdzie wiele tekstow
Gardnera. Nie bede wiec ich wyliczal, a pragne tylko zwréci¢ uwage na niektére
zadania czy pomysty, ktore dobitnie wskazuja, jak inne jest jego spojrzenie na
matematyke od prezentowanego np. w wymienionych wyzej ksiazkach.

Miatem okazje wraz z Pawlem Strzeleckim by¢ obiektem
agresji w Kawiarence Naukowej Przekroju — rozwiazania
ponizszego zadania nie tylko nie zrozumiano, lecz nawet
nie uwierzono, ze jest mozliwe.

W jednym pucharze jest woda, w drugim wino.
Zaczerpnieto z drugiego pucharu kieliszek wina i wlano
do pierwszego. Potem zaczerpnieto ten sam kieliszek

z pierwszego pucharu i wlano do drugiego. Czy na koncu
wiecej bylo wody w winie, czy wina w wodzie?
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Powodem agresji byl fakt, ze rozwiazanie nie zalezy

od tego, czy puchary mialy te sama objetos¢, ani od
stosunku objetoéci pucharow i kieliszka, ani od tego, czy
po pierwszej operacji wymieszano plyn w pierwszym
pucharze itd. Wynik zawsze jest taki sam: tyle samo jest
wody w winie, co wina w wodzie.
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Kolejka

Codziennie o 16:00 maz powraca z pracy kolejkq
podmiejskq do rodzinnego Iksinowa. W tym tez
momencie jego Zona zajezdza na przystanek swoim
samochodem, by odwieZé go do domu. Pewnego razu
mezowt udalo sie wsigsé do godzine wczesniejszej kolejki.
Po przyjezdzie do Iksinowa ruszyl pieszo na spotkanie
zony. Gdy spotkala go na drodze i powrécili do domu,
okazalo sie, Ze sq 10 minut wczesniej niz zwykle. Ile
czasu maqz szedl pieszo?

I tu nie jest wazne, jaka byla odleglos¢ przystanku
od domu, z jaka predkoscia jechal samochéd i z jaka
predkoscia szedl bohater opowiesci. Jakiekolwiek by
one nie byty, wynik jest zawsze ten sam: maz szedl
55 minut.
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Obie metody, zastosowane przy rozwiazywaniu powyzszych zadan, nosza

w matematyce odpowiednio godne (moze zreszta dla laikéw odstraszajace)
nazwy, ale nie ma najmniejszego powodu, by je przytaczaé. U Gardnera

nie uczymy sie matematyki — uczymy sie mysle¢ jak matematycy, a to zupelnie

co$ innego.

Najbardziej moze istotnym elementem matematycznego myslenia wedlug
Gardnera (ale przeciez wszyscy matematycy w istocie tak sadza) jest obserwacja.
Zobaczmy to na przyktadach.

Tramwaj

Jas po obiedzie biegnie na przystanek i wsiada

w prerwszy nadjezdzajocy tramwag. Jadgee w prawo
wiozq go do biblioteki, a jadgce w lewo — na basen.

W kazdg strone tramwaje jezdzZg regularnie co dziesieé
minut. Po polroczu okazalo sie, Ze Jas cztery razy
czesciej bywal na basenie niz w bibliotece. Czy mozna
wyjasnic te niesymetrycznosé, nie kwestionujgc tego,
ze obiady sq podawane z duzq, losowq niereqularnoscig,
a Jas tak samo lubi basen jak biblioteke?

Odetnij polowe

czyli przetnij przedstawiona figure na dwie identyczne
czesci.

Turniej

W turnieju tenisowym (a wiec rozgrywanym systemem
pucharowym) bierze udzial 197 tenisistéw. Jak
zaplanowad turniej, by wyloni¢ zwyciezce, a przy tym —
ze wzgledu na wielkq liczbe uczestnikow — Zeby rozegrana
zostata nagmniejsza liczba meczow?

Zadanie to, podane w bardziej frywolnej scenerii,
bylo poczatkiem pierwszego wykladu z rachunku
prawdopodobienstwa na moich studiach (w szkole
wtedy probabilistyki nie byto). I zawstydziliSmy sie, gdy
okazalo sig, iz oczywiscie mozna.
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Oczywiscie, z punktu widzenia liczby meczéw, kazde
jego ulozenie jest jednakowo oszczedne.
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To ostatnie zadanie przypomina znane zadanie o czekoladzie (np. 6 x 4):
jak najlepiej jg tamaé, by kazdy kafelek byt osobno.
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Aby otrzymaé dobry wynik (w naszym przypadku 23 tamania), trzeba dodaé
warunek, by nie tamaé za jednym zamachem kilku kawalkéw potozonych jedne
na drugich. Wolne od takich ograniczen jest kolejne zadanie.

Ciecie pila

Jak wiadomo, szescian dzieli si¢ na 27 szeScianow o trzy — CI6CHT I6C TIIIG] ICP PAG UI6 IUON6 (9 CNA TTON6 PAG Q)
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Wszystko to pieknie, ale nie sposéb nie zadaé pytania

czy taka gardnerowska matematyka
to ta sama matematyka, ktéorg uprawiajag zawodowcy?

Innymi stowy, skad wzia¢ pewnosé, ze nie sa to tylko jakies ,anegdotki” (by
uzy¢ sformulowania wybitnego autorytetu edukacji)? Jak udowodnié, ze
gardnerowskie myslenie to rzeczywiscie myslenie matematyczne?

Przede wszystkim jest mocny dowdd socjologiczny. Wiekszo$é zardwno
wybitnych, jak i szeregowych matematykow uwaza, ze to, co proponuje
Gardner, wyraza ich sposéb my$lenia, a na dodatek jest — jako przygoda
intelektualna — atrakcyjne rowniez dla nich samych. Zostalo to wyrazone
w wielu publikacjach, w formie licznych nagréd, w wydaniu kilku ksiag
ku czci Gardnera.

Ale o wiele lepszym dowodem jest jednak przyjrzenie sie procesowi odkry¢
dokonywanych na pierwszej linii matematycznych zmagan. Tam, gdzie jestesmy
w stanie wyluskaé¢ go z pancerza formalizméw, okazuje sie on identyczny

z przytoczonymi wyzej zadaniami.

Roéwnanie trzeciego stopnia

Tartaglia przyjrzal sie temu, co bedzie, gdy z przeciwleglych rogdéw szescianu
o krawedzi A wytniemy sze$ciany o krawedziach B i z stykajace si¢ jednym
wierzchotkiem. I spostrzegl, ze to, co zostanie, to trzy identyczne cegly

. o krawedziach A, B, x. Daje to zalezno$¢

A% =B+ 2%+ 3ABz, czyli 2% +3ABx = A% — B®

Gdy wiec mamy rozwiazaé¢ réwnanie 3 + px = ¢, mozemy wyobrazi¢ sobie taki
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sze$cian, w ktérym 3AB = p (czyli A*B3 = ) i A3 — B3 = ¢. Otrzymali$my
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Lok - zwykte, szkolne réwnanie kwadratowe:
‘ A ‘ syp3 P’ 3\2 5 P’
‘ ‘ B)B? = i (B B3 - =0.
(¢+B°) o7 cayli (B%) +4q(B°) - 5o =0
e | Zatem
1 1 | I ] 3
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z . c : Poniewaz z rysunku mamy A = B + x, wigc
: . sl J¢* p* a 3] J¢* PP g
: o —A-B= LI T L2
R I * \/\/4+27+2 \/\/4+27 2
.’ " Na przyklad dla 23 + 62 + 7 = 0 mamy

19 49
\/\/—+8——— \/\/—+8+—= Vi-¥8=1-2=-1.

Oczyw1sme dalej moga (musza!) pojawi¢ sie klopoty — juz réwnanie

2% — 7z + 6 = 0 zaskoczy nas niespodzianka — wzory sie ,zatng”, choé sa
oczywiste pierwiastki —3, 1, 2. Bo samo sprawne my$lenie do tworzenia
matematyki nie wystarczy — aby wzory Tartaglii udoskonali¢ tak, by dziataly
zawsze, potrzebny jest sprawny matematyczny warsztat, ale poczatek zostat
zrobiony przez cigcie szeScianu.
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Wielokat foremny

Euklides po narysowaniu pieciokata foremnego i tréjkata réwnobocznego (czyli
tez foremnego), ktore sa wpisane w ten sam okrag i maja wierzcholek wspélny,
zauwazyl, ze jeden z lukéw wyznaczonych przez ich wierzcholki to 1/15 okregu.
Zatem gdy umiemy skonstruowaé pieciokat foremny i tréjkat réwnoboczny
(a to umial i niektérzy sposrdd nas tez umieja), umiemy tez skonstruowaé
pietnastokat foremny. Ten wniosek z obserwacji obrazka byl kluczowy dla
sprawy konstruowalnosci wielokatéw foremnych. Idac bowiem dalej tym tropem,
Euklides stwierdzil, ze jesli umiemy skonstruowac n-kat foremny i m-kat
“ V foremny, a przy tym n i m nie maja wspélnych dzielnikéw, to rysujac je wpisane
w ten sam okrag i tak, by mialy wspdlny wierzcholek, otrzymamy na okregu
tuk stanowiacy jego nm-ta cze$¢, a wiec bedziemy umieli skonstruowaé nm-kat
foremny. Stad juz niedaleko do niepoprawialnego do dzis twierdzenia:

jesli umiemy skonstruowad p;-kqt foremny dla réznych liczb pierwszych p;,
i=1,...,m, to konstruowalne sqg n-kqty foremne, dla ktorych

n=2"pr-. . pm,
gdzie k jest dowolng liczbg naturalng.

Gauss i Wanzel udowodnili, dla jakich liczb pierwszych jest spelnione powyzsze
jesli, efektywnie znaleziono dotychczas 5 takich liczb i nie wiadomo nic wiecej
o tym, ile ich jest.

Jak widaé, dystans, jaki dzieli podziwiany przez Euklidesa obrazek od do dzi$
nierozstrzygnietych pytan, jest niewielki.

Liczby pierwsze

Euklides i liczby pierwsze nasuwaja kolejna, gardnerowska w stylu, obserwacje.
Otéz wlasnie Euklides zauwazyl, ze przypuszczenie, iz 2, 3 1 5 to wszystkie
liczby pierwsze, prowadzitoby do sprzecznosci nawet wtedy, gdyby$my nic

31 to liczba pierwsza. 2-3-5-7+1to O innych liczbach nie wiedzieli. Bowiem wtedy liczba

tez liczba pierwsza. Mozna by z tego 31=2-3-5+1
wysnué wniosek, ze powiekszony o 1
iloczyn kazdej liczby poczatkowych liczb  nie moglaby istnieé: nie bylaby pierwsza (bo zalozylidmy, ze pierwsze sa tylko

pierwszych jest liczbq pierwsza, ale bylby wyvmienione trzy). Nie bylaby tez zlozona, bo przez zadna liczbe pierwsza (czyli
to wniosek falszywy, choé¢ bardzo dlugo ie dzieli si
otrzymuje sie faktycznie liczby pierwsze. 2’ 3’ 5) nie dziell sie.

Chwata Euklidesowi (choé pewnie e 1. . . . , . . .
nie dotar! do micjsca, gdy otrzymana A moral z tego taki, ze liczb pierwszych jest nieskoniczenie wiele, bo gdyby ich

liczba okazuje si¢ zlozona), ze w te lista byla skonczona i miala dlugosé n (ktére, oczywiscie, mogloby by¢ bardzo

pulapke nie wpadl. Polecam sprawdzenie, quze), to w analogiczny sposéb wykluczalaby istnienie liczby
kiedy po raz pierwszy otrzymuje si¢

w ten sposéb liczbe zlozong. pre...-pn+ 1

Uznajmy wiec poglad, ze Gardner uczy myslenia matematycznego, za dowiedziony, ale zadajmy pytanie,
czy mozna tak uczyé w szkole?

Faktycznie sa to trzy pytania:

czy uczniowie uzyskaliby na tej drodze znajomos¢ podstawowych faktow
matematycznych?

czy takie wyksztalcenie matematyczne byloby spolecznie bardziej przydatne
od realizowanego obecnie?

czy potrafilibySmy to zrobi¢?

Zacznijmy od pierwszego. Oto przyklad.
Podzial kwadratu

Ponizsze zadanie wywodzi si¢ z tzw. folkloru i ma te ceche, ze wielu
matematykdéw uwaza, iz to oni je pierwsi rozwiazali (w tej liczbie zaréwno
Gardner, jak i ja). Jest to, oczywiscie, raczej niemozliwe, ale wskazuje na wysoka
atrakcyjnos¢ problemu.

Podziel kwadrat na tréjkgty ostrokgtne.

Rozwiazanie (ciekawe, ze identyczne u wszystkich ,autoré6w”) jest obok.
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Zapewne wielu z Czytelnikéw miato
problem w wytlumaczeniu swoim
dzieciom, uczniom, stuchaczom czy
znajomym, jak z paska papieru zrobié
wstege Mobiusa. Gardnerowskie podejscie
jest takie, by nie da¢ im mozliwosci
popelnienia bledu. W tym celu nalezy
poprosié¢ o narysowanie na pasku strzalek,
jak ponizej,

— — |

a nastepnie o zlozenie paska tak, by
strzatki dotykaly sie ,calym cialem”.
Sprawdzitem to po raz pierwszy na
dwustu niematematykach — wszyscy
natychmiast uzyskali wstege.

Uzyskuje sie w ten sposéb podzial na osiem tréjkatéw. Zmudnie mozna dowiesd,
Ze na mniej si¢ nie da.

Ale na czym polega ,szkolno$é” tego przykladu? Na tym, ze jest to okazja
do sprowokowania uczniéw do wlasnego odkrycia kilku standardowych,
podrecznikowych twierdzen.

Po dluzej lub krécej trwajacym zmaganiu sie klasy z zadaniem (i ewentualnym
podaniu jego rozwiazania) pytamy: ale dlaczego tak? Po co te okregi?

I proponujemy, aby poglebi¢ nasza wiedze na temat tréjkatéw ostrokatnych.
Stawiamy problem:

Mamy punkty P i Q. Gdzie lezg takie punkty R, Ze tréjkgt PQR jest ostrokgtny?

Wynikiem jest widoczna obok figura. I znow pytamy: dlaczego akurat taka?
Trzymajac si¢ poprzednich konwencji, i t¢ odpowiedZz podam lustrzanie.
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I poprzestafimy na tym (przeciez nie jedynym) przykladzie.
Pytanie drugie. Tu odpowiedZ mozna zasugerowa¢ dwoma przykladami.

Nikt nie sadzi, ze budowniczowie katedr gotyckich uprawiali lub przynajmniej
znali geometrie na poziomie cho¢by Euklidesa, o Archimedesie nie wspominajac.
A to, co stworzyli, jest najpigkniejszym zastosowaniem geometrii wszech czaséw.
Oni geometrii nie znali — oni mysleli geometrycznie.

Kazdy pas transmisyjny uzywany na dzisiejszej polskiej wsi jest wstega
Mobiusa, co tatwo sprawdzi¢. Rzecz jasna, nikt tego nie wie — bo i po co?
Wystarczy, ze wszyscy wiedza, ze takie pasy Scieraja sie dwa razy wolniej od
walcowych.

Bo — powtdérze istote gardnerowskiego podejscia do matematyki — trzeba ja znaé,
gdy chce sie ja tworzy¢; natomiast gdy sie chce w pelni korzystaé ze stworzonych
w oparciu o nig urzadzen, struktur, koncepcji, nie trzeba jej znaé, ale trzeba
my$le¢ matematycznie.

I w tym miejscu uwazam, ze moge napisac, iz tytutowa teza zostata
udowodniona. Jeden z moich przyjaciol glosil, ze dobrym kupcem bawelny

nie jest ten, kto nig dobrze handluje, lecz ten, kto dba o rozwdj handlu bawelng.
Sadze, ze ta my$l da sie zastosowaé¢ do Gardnera.

Pozostaje pytanie trzecie. Dzisiaj odpowiedzia na nie jest z cala
pewnoscia nie. Jednak zaréwno pomyst, by z wszystkich uczyni¢ mniej lub
bardziej sprawnych matematykow, jak pomyst, by traktowa¢ matematyke
tak, jak za czaséw mojej mtodosci traktowano w szkole lacing (niewazne,
ze nieprzydatna, ale jak dyscyplinuje umystowo!), nie nadaja sie do obrony.
I nastgpi taki moment, gdy spoteczenstwo samo upomni sie, by je uczyé
matematycznego myslenia, bo to jest oplacalne — tak stalo sie przeciez, gdy
ogromne pieniadze zostaly przez ludzi wlozone w nauke jezyka angielskiego
i windowséw. I to bedzie wielki sukces Gardnera, pierwszego, ktory odkryt
te sprawe.

Pewnie to nie bedzie zaraz. Ale bedzie, czego jestem tak pewien, jak tego,
ze swego czasu Pitagoras zapoczatkowal istnienie dewiantéw, zwanych
matematykami (cho¢ tez przy tym nie bylem).

Marek KORDOS



