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Termin nadsytania rozwigzan: 31 III 2011

Czolowka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
601 (WT =1,57) i 602 (WT = 2,18)
z numeru 5/2010

Franciszek S. Sikorski Warszawa 43,92

Janusz Olszewski Warszawa 41,94

Piotr Kumor Olsztyn 40,19

Barttomiej Dyda Wroctaw 37,34

Michal Kieza Warszawa 36,46
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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
500 (WT = 1,21) i 501 (WT = 3,73)
z numeru 6/2010

Mateusz Lacki Krakéw 44.50
Jacek Piotrowski Rzeszow 37,13
Tomasz Rudny Warszawa 32,65
Jerzy Witkowski Radlin 31,75
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 30,57
Dariusz Wilk Rzeszow 26,57
Andrzej Idzik Bolestawiec 26,47
Tomasz Wietecha Tarnéw 24,39

Witamy kolejnego cztonka naszego Klubu
— p. Lackiego.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspolczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html

Zadania z matematyki nr 613, 614
Redaguje Marcin E. KUCZMA

613. Czy da si¢ rozmiesci¢ na plaszczyznie skonczenie wiele két o roztacznych
wnetrzach tak, by kazde z tych két bylo styczne do pieciu innych?

614. Wyznaczy¢ wszystkie liczby wymierne x, niecatkowite, dla ktérych wartosé
wyrazenia 323 + 1022 — 32 jest liczba catkowita.

Zadanie 614 zaproponowal pan Pawel Najman z Jaworzna.

Rozwigzania zadan z numeru 9/2010
Przypominamy tres¢ zadan:
605. Rozwigzac¢ réwnanie 23 + 22 = 16 4+ 2¥ w liczbach caltkowitych z, y.

606. Dany jest trojkat ABC. Rozwazamy punkt D, zmieniajacy swoje polozenie na boku AB. Prosta
styczna do okregéw wpisanych w tréjkaty ACD i BC' D, roztaczna z odcinkiem A B, przecina odcinek C'D
w punkcie X. Udowodnié¢, ze wszystkie uzyskane w ten sposéb punkty X leza na pewnym okregu.

605. Latwo sprawdzié, ze wartoéé wyrazenia x> + z2 — 16 moze daé przy dzieleniu
przez 7 wszystkie reszty z wyjatkiem 2 oraz 4. Potegi dwojki daja jedynie reszty 1, 2, 4.
Rozwazane réwnanie moze wiec by¢ spelnione tylko wtedy, gdy 2¥ = 1 (mod 7); to za$
ma miejsce jedynie dla wyktadnikéw y podzielnych przez 3.

Jesli wiec réwnanie 2 4+ 22 — 16 = 2V jest spelnione, to 2V jest sze$cianem liczby
catkowitej. Dla liczb catkowitych x > 4 wartosé x2 + z® — 16 lezy pomiedzy z°

a (z 4 1)3, wigc nie jest sze$cianem. Dla = < 3 warto$é z® + 2® — 16 jest ujemna. Dla
x = 3 dostajemy réwnanie sprzeczne 20 = 2Y. Pozostaje wartos¢ x = 4, ktéra wraz

z y = 6 daje jedyne rozwiazanie réwnania.

606. Przyjmijmy, ze okregi wpisane w trojkaty ACD i BCD sa styczne do boku AB
odpowiednio w punktach K i L; do prostej przechodzacej przez X — odpowiednio
w punktach M i N; za$ do odcinka C'D — odpowiednio w punktach P i Q.

Punkty stycznosci z okregiem wpisanym w tréjkat wyznaczaja na jego bokach odcinki

o dlugo$ciach wyrazajacych sie znanymi wzorami:

|AD| +|CD| - |AC]
2

|BD| +|CD| - |BC|

DK| =
IDK| 2

, |DL|=
Po dodaniu stronami:
|AC| + |BC| — |AB|

KL| = |CD| - :

Odnotujmy takze zaleznosci
DP|+|PX DQ| +|QX DK|+ |MX DL|+|NX
|DX|:|\||+|Q\ QX| _ |DK|+|MX|  |DL[+|NX]
2 2 2 2
_ |KL[+ |MN|
= 5 .
Odcinki KL i M N sa symetryczne wzgledem wspolnej osi symetrii obu okregdw.
Mozemy zatem przepisaé ostatnia réwnosé jako |[DX| = |KL|.

7 uzyskanych zwiazkéw wnosimy, ze
AC|+ |BC| —|AB
(CX| = |cD| - |DX| = |cD| - |KL| = ACI*] . | = [AB]
To znaczy, ze punkt X lezy na okregu o srodku C' i promieniu zaleznym jedynie od

tréjkata ABC, a nie od potozenia punktu D na boku AB.
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Klub 44

Zadania z fizyki nr 510, 511

Redaguje Jerzy B. BROJAN

510. Masa wolframowego widkna zaréwki wynosi m = 0,02 g, a ciepto wlasciwe wolframu

¢ =160 J/(kg - K). Gdy zaréwka byla zasilana stalym napieciem 230 V, jej opér wynosit 800 €,
a temperatura wiékna byta rowna 2500 K. Podlaczono te zaréwke do napiecia sinusoidalnie
zmiennego o czestotliwosci 50 Hz i wartosci skutecznej 230 V. Obliczy¢ przyblizong glebokosé
modulacji promieniowania zaréwki, tzn. wielko$¢ (Imax —
promieniowania. Zaltozy¢, ze przepuszczalno$é szkta zaréwki nie zalezy od diugosci fali.

Imin)/(lmax + Imin)7 gdZie I — moc

Mozna wykorzystaé¢ takze nastepujace dane: gdy stale napiecie zasilajace zmieniano

w niewielkim zakresie i powoli, na kazdy 1 wolt jego przyrostu opor zaréwki zwickszal sie

Termin nadsytania rozwigzan: 31 III 2011

0 2,5 Q, a temperatura wlékna zwigkszala si¢ o0 0,7 K.

511. Pod wpltywem réznicy cisnienn w rurce o stalym przekroju wystepuje stacjonarny
(niezmienny w czasie) i laminarny (bezwirowy) przeplyw cieczy. Jesli dwukrotnie zwigkszymy

$rednice rurki, nie zmieniajac jej dtugosci, réznicy cisnien i rodzaju cieczy, to ile razy wzros$nie
iloé¢ cieczy przeplywajacej w ciagu jednostki czasu? Uzasadni¢ odpowiedz.

Wskazowka: Opory ruchu cieczy charakteryzuje wspélczynnik lepkosci 1 zdefiniowany wzorem

F
S dy

dv
— = n—, gdzie I — sila dzialajaca stycznie na powierzchnie cieczy S, wzdluz ktérej nastepuje

poslizg warstw, dv — réznica predkosci warstw na odcinku dy prostopadlym do S.

Rozwigzania zadan z numeru 9/2010
Przypominamy tres¢ zadan:

502. Stozkowe naczynie ma niewielki otwér w wierzchotku stozka i taki
sam otwér w jego podstawie. Jesli po nalaniu do pelna wody czas
opréznienia naczynia w pozycji wierzchotkiem do dotu jest réwny ¢q,
to ile wynosi to — czas opréznienia w pozycji wierzchotkiem do géry?
503. Rurka U-ksztaltna ma pole przekroju poprzecznego
S1 =5 cm?,
jest zamkniete, z otworkiem o powierzchni Ss = 3 mm?.
Rurke napelniono wodg do poziomu zamknigcia (rys. 1),
nastepnie wprowadzono przez otworek powietrze, tak ze
poziom w otwartym ramieniu podniést si¢ o h = 5 cm,
po czym pozwolono wodzie opascé.

a jedno z jej ramion (o wysokosci I = 20 c¢m)

a) Na jakg wysoko$é H wytrysnela woda przez otworek?
Pomingé §
i lepko$¢ powietrza.

b) Orientacyjnie oszacowaé¢ wplyw czynnikéw pominietych

iSliwos¢ i lepkosé wody, a takze gestosé

w punkcie a) na wynik. Wspélczynnik $cisliwosci
wody jest réwny 510710 Pa~?, lepkosé wody
wynosi 0,001 kg/(m - s), lepko$é¢ powietrza —
1,8-107° kg/(m - s).

&

502. Ze wzgledu na mata lepko$é¢ wody mozemy pominaé straty
energii, a w takim razie predkos¢ v wyplywu przez otwér jest réwna
V2gh (gdzie h — wysokoéé stupa wody). Objetosé wody wyplywajacej
w ciggu jednostki czasu jest opisana wzorem

% = Sv = Sv/2gh,
gdzie S jest polem powierzchni otworu, z ewentualng korekta zalezng
od ostrosci jego krawedzi (chodzi o efekt zwezania strumienia na
zewnatrz). Podstawiamy tu dV = Adh, gdzie A jest polem powierzchni
wody w naczyniu, réwnym A = Ag(h/H)? w przypadku ustawienia
wierzchotkiem do dotu, a A = Ag((H — h)/H)2 w przypadku
ustawienia odwrotnego (Ao oznacza pole podstawy stozka, a H — jego
wysoko$é). Calkowanie po czasie daje wyniki

2 A H 16 Ao H
h=55Va T35V

zatem to = %tl.

503. Podniesienie poziomu wody w jednym ramieniu o h potaczone
z obnizeniem o tyle samo poziomu w drugim ramieniu oznacza
zwigkszenie energii potencjalnej o pgSi h? (o — gestosé wody).
Z przyréwnania tego wyrazenia do %mv? (gdzie m = 2pS1l jest masa
calej wody) wyznaczamy predko$é vy uderzenia o zamkniety koniec
v1 = hv/g/l = 0,35 m/s.

Jesli woda w szerokiej czesci rurki nie zwolni w wyniku uderzenia,
a pominiemy $cisliwos¢, to w otworku musi poruszaé si¢ z predkosciag
vy = v151/S2 = 58 m/s, zatem wzniesie si¢ na wysokosé

v B2 (51)2

H=—=—|— =174 m.

2g 21 Sa
Te zaskakujaco wielkg warto§é sprébujemy urealnié¢, uwzgledniajac
rézne zjawiska pominigte wyzej. W kazdym z ponizszych punktéw
bierzemy pod uwage tylko jeden efekt.
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a) Nadanie wodzie w otworku tak duzej energii kinetycznej musi
nastapi¢ kosztem zmniejszenia predkosci reszty wody. Przyjmijmy,
ze pierwsza wyrzucona porcja wody ma wszystkie trzy wymiary
jednakowego rzedu, czyli objetosé AV rzedu SS/Q. Z przyréwnania
poczatkowej energii potencjalnej do sumy energii kinetycznych

%mvf + %Amvg znajdujemy skorygowane vi i vz, a dalej

S1h?
H = T e e s 101 m.
21S3/S1 + S5
b) Scisliwosé wody oznacza, ze nawet w przypadku otworka pomijalnie
malego ci$nienie p w chwili zatrzymania slupa wody nie wzro$nie
nieograniczenie, lecz tylko do wartosci wynikajacej z rozchodzenia
si¢ w niej fali dzwigkowej, tzn. z zatrzymywania i sprezania
kolejnych warstw wody. W przedziale czasu At zatrzymaniu ulega
odcinek Ah stupa wody, ktérego objetosé jest réwna V = S1Ah,
a zmiana tej objetosci spowodowana wzrostem ci$nienia o p wynosi
AV = BV, = BpS1Ah (gdzie 8 — wspdlczynnik Scisliwosei); z drugiej
strony przemieszczenie niesprezonego stupa wody wynosi vi At, wiec
AV = v1S1At. Gdy do II zasady dynamiki F' = Ap/At podstawimy
F = pS1, Ap = viAm = v1 9V, otrzymamy
p=uv1Vve/B.
(To rozumowanie jest zwykle wykorzystywane do wyprowadzenia
wzoru na predkosé fali dzwickowej.) Z réwnania Bernoulliego wynika
predkosé wyplywu wody
2p 201
e VeB
Jest to nieprzekraczalna wartosé¢ predkosci wyplywu przez najmniejszy
nawet otworek. Odpowiednia wartos¢ H wynositaby 50 m.

vy = 31 m/s.

c) Lepko$¢ wody oznacza wystapienie sity oporu w czasie jej opadania.
Podstawiamy orientacyjne dane: S = 0,015 m? (powierzchnia

boczna walca o dtugosci 2! i promieniu réownym polowie promienia
rurki), Az = 0,013 m (promien rurki), Av = 0,25 m/s ($rednio)

i otrzymujemy sil¢ oporu réwnag 3 - 10~* N. W poréwnaniu

z poczatkowa wartoscia sity wprawiajacej wode w ruch, réwna
cigzarowi 10-centymetrowego stupa wody (0,5 N), jest to mniej niz
1/1000, wigc efekt mozna uznaé za nieistotny.

d) Lepko$é powietrza da o sobie znaé¢ w okolicy otworka. Zakladajac
predkosé réwng 40 m/s i przyblizenia podobne do poprzednich,
otrzymuje sie opér rzedu 107° N, czyli jeszcze mniej niz w punkcie c).

e) Niezerowa gesto$¢ powietrza oznacza, ze do wypchnigcia go przez
otworek potrzebna jest pewna nadwyzka ci$nienia, ktéra hamuje
podnoszenie si¢ poziomu wody. Dla predkosci 40 m/s i gestosci

1,3 kg/m3 to ciénienie wynositoby 1000 Pa, czyli sita hamujaca 0,5 N
— tyle samo, ile maksymalna sila wprawiajaca w ruch wode. Jest

to obok punktu b) najwazniejszy efekt zmniejszajacy realng

warto$¢ H. Numeryczne caltkowanie réwnania ruchu wody dalo wynik
v1 = 0,11 m/s, stad vo = 18,3 m/s i H = 17 m.

f) Z gestoscia powietrza zwigzana jest tez sita oporu dziatajaca na
wystrzelong porcje wody. .. ale na dalsze oszacowania nie ma juz
miejsca na tej stronie.



