Wilasnos$é Darboux w geometrii
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Nie definiujemy formalnie ciagtodci
i nie uzasadniamy jej dla rozwazanych
funkcji, pozostajemy przy intuicjach.
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Rys. 1.

Réznica funkcji ciaglych jest funkcja
ciagla.
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Rys. 2. Wykresy funkcji cigglych fig
o takich koncach muszg sie przecigc.

f przyjmuje tylko wartosci catkowite,
wiec nie jest funkcja ciagta!

Rys. 3. Jesli Ak = Al, to zadanie jest
rozwigzane.

Joanna JASZUNSKA

Funkcja f, okreslona na pewnym przedziale i przyjmujaca wartosci rzeczywiste,
jest ciggla, jesli jej wykres mozna narysowaé bez odrywania oléwka od kartki.

Wiasno$¢ Darboux orzeka, ze jesli wartosci funkcji cigglej na koricach pewnego
przedzialu sq rozne, to funkcja ta musi przyjmowaé w rozwazanym przedziale
wszystkie wartosci posrednie. Scislej, jesli dla funkcji ciaglej f: [a,b] — R zachodzi,
na przyklad, f(a) > f(b) (rys. 1), to dla dowolnej liczby rzeczywistej d, takiej ze
f(a) > d > f(b), istnieje taki argument ¢ € [a,b], ze f(c) = d.

Zobaczmy kilka zastosowan wtasnosci Darboux w problemach geometrycznych.
1. Dane sa funkcje ciagle f,g:[a,b] — R, przy czym f(a) > g(a) oraz f(b) < g(b).
Uzasadnij, ze w przedziale [a, b] istnieje taki punkt ¢, ze f(c) = g(c) (rys. 2).

2. Czy dla kazdego n istnieje ostrostup prawidlowy n-katny o polu P podstawy
rownym polu P’ $ciany bocznej?

3. W oazach na pustyni (plaszczyznie) jest tysiac studni (punktéw). Czy istnieje
taka prosta, ze 500 studni jest po jednej jej stronie, a pozostale po drugiej?

4. Wewnatrz wielokata znajduje sie punkt A. Wykaz, ze mozna znalez¢ dwie proste
réwnolegle, styczne do wielokata (tzn. majace punkty wspélne z brzegiem wielokata,
ale nie z jego wnetrzem), ktére sa jednakowo odlegle od punktu A.

Rozwigzania

R1. Zdefiniujmy funkcje h: [a,b] — R wzorem h = f — g. Wtedy h(a) > 0 > h(b),
wiec z wlasnosdei Darboux istnieje takie ¢ € [a, b], ze h(c) =0, czyli f(c) = g(c). O

R2. Tak. Dla ustalonej podstawy rozwazmy ostrostup o tak matej wysokosci hq,
by $ciany boczne niemalze lezaly na podstawie. Wtedy P’ ~ % < P. Gdy ro$nie
wysoko$¢ h ostrostupa, rosna tez wysokosci $cian bocznych, a co za tym idzie —
ich pola, pole P’ jest wtedy ciagla funkcja zmiennej h. Dla odpowiednio duzej
wysokosci he mamy P’ > P, wiec z wlasnosci Darboux dla pewnej wysokosci
ostrostupa pomiedzy hy a hy zachodzi P’ = P. O

R3. Tak. Rozwazmy wszystkie proste przechodzace przez co najmniej dwie studnie.
WezZmy prosta m, ktora nie jest rownolegta do zadnej z nich i wszystkie studnie sa po
jednej jej stronie (jest nieskoniczenie wiele takich m). Przesuwajmy m réwnolegle,
niech m,, oznacza jej polozenie po przesunieciu o . Istnieje tak duze u, ze wszystkie
studnie sg pomiedzy réwnolegltymi prostymi m i my,.

Niech f(x) oznacza liczbe studni po ustalonej stronie prostej m,, tak by f(0) =0
i f(u) = 1000. Na zadnej prostej m, nie lezy wiecej niz jedna studnia, bo tak
wybrano kierunek m. Zatem wraz ze zmiana x od 0 do u prosta m, ,przekracza”
studnie pojedynczo, czyli f(z) przyjmuje kolejno wszystkie wartosci od 0 do 1000.
Istnieje wiec takie ¢, ze f(c) = 500 i na prostej m. nie lezy zadna studnia. O

R4. Wybierzmy pewna potprosta m o poczatku w A i poprowadzmy dwie
prostopadle do niej styczne do danego wielokata, k (przecinajaca m) oraz I (rys. 3).
Niech As oznacza odleglo$¢ punktu A od prostej s. Zalézmy, ze Ak > Al.
Obracajmy pélprosta m i dla kazdego jej polozenia m,, (po obrocie o kat «)
rozwazmy pare odpowiadajacych jej stycznych do wielokata, k,, 11, (rys. 4). Funkcje
Ak, 1 Al, zmiennej « sa ciagle, kigge = [, 1500 = k 1 z zalozenia Akigge < Alygge.-
Skoro Ak > Al oraz Akigge < Alyspe, to z zadania 1 istnieje taki kat ¢ € [0°,180°],
dla ktérego Ak, = Al,, co konczy dowéd. O

Zadania domowe

5. Czy dwie krawedzie boczne ostrostupa prawidlowego pieciokatnego moga by¢
prostopadie?

6. Udowodnij, ze dla dowolnej figury ograniczonej o polu 1 istnieje nieskonczenie
wiele prostych, ktére dziela ja na dwie czeéci o réwnych polach.

7. Wykaz, ze dla dowolnego wielokata istnieja cztery styczne, tworzace kwadrat.

Wigcej o wlasnosci Darboux mozna przeczytaé w artykule Witolda Bednarka w Delcie 10/2009.
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