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Rozwigzanie zadania M 1298.

Liczba a? 4+ b% + ¢? jest nieparzysta,

a wiec postaci 2p + 1. Wybierzmy d = p.
Wtedy a?+ b2+ +d? = (p+ 1)24
Pozostaje wigec wykazac, ze liczba p jest
nieparzysta.

Liczby a, b, ¢ sa nieparzyste, a wigc
liczby a?,b?, ¢? dajg z dzielenia

przez 4 reszt¢ 1. Wobec tego 2p + 1 =
=a®> +b*+c?* =3 (mod 4), skad
wynika, ze liczba p jest nieparzysta.
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odnajdujemy te prawidlowos¢é. Mozemy sie zatem pokusi¢ o pytanie, czy
rozktad Benforda dziala dla kazdych zebranych danych liczbowych? Odpowiedz,
oczywiscie, brzmi: nie!

W eksperymencie IIT postuzylismy sie danymi geograficznymi: powierzchnia

w km? wszystkich pafistw $wiata. Badamy zatem dane, na ktére ma wplyw wiele
czynnikéw. Powierzchnia poszczegdlnych panstw jest bardzo zréznicowana — od
Rosji o powierzchni 17075400 km? po Watykan — 0,44 km?.

Jezeli za bardzo zawezimy zakres danych, okaze sie, ze prawo Benforda nie ma
dla nich zastosowania. Na przyklad, badajac dlugos$ci samochodéw osobowych
lub wysokos¢ dorostej zyrafy stwierdzimy, ze niewiele z nich zaczyna si¢ od
cyfry 1. Wynika to z faktu, iz wartosci tych danych sg silnie ograniczone innymi
czynnikami. Malo ktéra zyrafa, zwlaszcza dorosta, mierzy ponizej 2 metrow.

Moze warto zatem pamietaé¢ o prawie Benforda, rzucajac sze$cienng kostka do
gry? Niestety, takze nie. Kazda liczba oczek ma takie samo prawdopodobienstwo
wylosowania. Powtarzajac wielokrotnie losowanie, uzyskamy rozktad
prawdopodobienstwa zblizony do rownomiernego.

W 1995 roku amerykanski profesor matematyki z Georgia Institute of
Technology, Theodore P. Hill, przedstawit dowéd prawa Benforda na
tamach magazynu Statistical Science w tekscie A statistical derivation of the
significant-digit law [3].

Tylko ciekawostka?

Prawo Benforda jest samo w sobie bardzo ciekawym zjawiskiem, a w niektérych
dziedzinach ma zastosowanie praktyczne. Stuzy jako narzedzie do sprawdzania
poprawnosci obliczen, prawdziwosci danych statystycznych czy wykrywania
oszustw w zeznaniach podatkowych i rozliczeniach finansowych.

Za pomoca prawa Benforda sprawdza sie dokladnos¢ dzialania modeli
matematycznych opisujacych ewolucje danych z réznych dziedzin, na przyktad
modeli zmian populacji. Dla danych wejsciowych spelniajacych prawo Benforda
powinnidmy otrzymacé¢ dane wyjsciowe, ktore rowniez te zaleznosé spetniaja.
Jezeli tak nie jest, oznacza to, ze zastosowany model (algorytm) zakldcil
yhaturalny” rozklad danych.

Najpopularniejszym zastosowaniem prawa Benforda jest sprawdzanie
poprawnosci zeznan podatkowych i rozliczen. Okazuje sie, ze falszerze bardzo
czesto wybieraja liczby rozpoczynajace sie od 4, 51 6 zamiast od 1, 2 i 3! Stad,
jesli rozklad czestosci wystepowania cyfr na pierwszych pozycjach nie jest
zblizony do rozkladu Benforda, to sprawdzajacy powinien zwréci¢ na to
rozliczenie wigksza uwage. Z cala pewnoscia o prawie Benforda nie wiedzial
skarbnik stanu Arizona, James Nelson, ktorego falszerstwa na kwote bliska

2 mln dolaréw zostaly wykryte przy zastosowaniu prawa pierwszych cyfr.

:U"

Obrét cykliczny stowa polega na
przerzuceniu dowolnej (w tym zerowej)
liczby liter z poczatku stowa na koniec,
np. wszystkimi obrotami cyklicznymi
slowa aba sa: aba, baa oraz aab.

Slowa pierwsze Jakub RADOSZEWSKI

W numerze 10/2010 Delty pojawil sie artykul Wojciecha Plandowskiego, w ktérym
autor po ciezkich bojach pokazuje rozwiazanie pewnego konkretnego typu rownania
na stowach. Mogloby sie wydawa¢: udalo sie, sprawa skonczona. Tymczasem przy
okazji w artykule pojawia sie definicja i kilka waznych wtasnosci stow pierwotnych,
a stad juz tylko matly krok do innej ciekawej rodziny stéw, mianowicie do stéw
pierwszych. To dobry pretekst, by cos o nich opowiedzie¢.

Przypomnijmy, ze stowo pierwotne to takie, ktére nie jest potega (u* dla k > 2)
zadnego niepustego stowa. Znamy juz kilka wlasnosci takich sléw, w szczegdlnosci
to, ze kazde stowo w przedstawia sie jednoznacznie w postaci w = u”, gdzie u
jest pierwotne; w tym artykule bedzie nam wygodnie nazwaé u pierwiastkiem
pierwotnym stowa w. Dalej, wiemy, ze kazdy obrét cykliczny stowa pierwotnego
jest pierwotny, a dodatkowo wszystkie takie obroty stanowia rézne slowa. Wérdéd
tych obrotow jedno stowo jest, w szczegdlnosci, najmniejsze leksykograficznie,
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Moéwimy, ze stowo u jest nie wicksze
leksykograficznie niz stowo v (co
zapisujemy po prostu jako u < v), jesli
albo u jest prefiksem (czyli poczatkowym
fragmentem) v, albo na pierwszej pozycji,
na ktérej w i v réznig si¢, w u wystepuje
litera mniejsza niz w v. Oczywiscie

u < v, jedli u < viwu#v. Przykltadowo:
aba < abaab, aabab < abaab.

1 oznacza stowo puste (czyli stowo
zeroliterowe).

Mitoénicy algorytméw tekstowych (takich
jak algorytm wyszukiwania wzorca KMP)
rozpoznajg zapewne w tym réwnaniu

i jego rozwigzaniu zwiazek miedzy
prefikso-sufiksami stowa a jego okresami.

Otrzymana sprzecznosé¢ dowodzi, ze
stowa pierwsze sg bezokresowe (nie maja
zadnego nietrywialnego okresu).

i

|u| oznacza dlugo$é stowa u, czyli liczbe
liter w tym stowie.

Polecamy Czytelnikowi sprawdzenie
Twierdzenia 3 na jakim$ przykladzie,
np. dla stowa abaababaabaab.

tj. najmniejsze w porzadku slownikowym. Kazde takie slowo pierwotne najmniejsze
w klasie swoich obrotéw cyklicznych nazwiemy wlasnie stowem pierwszym (inna
nazwa: stowo Lyndona). Kilka przyktadéw stéw pierwszych: b, aabab, aaaab oraz
niepierwszych: aabaab, abaab. Zanim wyjaénimy nieco tajemnicza nazwe rozwazanej
rodziny stow, przyjrzyjmy sie nastepujacej, rownowaznej definicji stéw pierwszych:

Twierdzenie 1. Niepuste slowo u jest pierwsze wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wlasciwy
sufiks u (czyli koricowy fragment rézny od u i od stowa pustego 1) jest leksykograficznie
wiekszy niz u.

Dowdd. (<) Zalézmy, ze stowo u jest mniejsze leksykograficznie od wszystkich

swoich wtasciwych sufikséow. Stowo u musi by¢ pierwotne, gdyz w przeciwnym razie
mieliby$my u = w® dla k > 2 i sufiks u postaci w* ™! bylby mniejszy leksykograficznie
niz u. Dalej, jesli mamy u = xy i z,y # 1, to u < y, a skoro y jest krétsze niz u, to u
nie moze by¢ prefiksem y i mamy u < yz. To pokazuje, ze dowolny obrét cykliczny u
jest wiekszy leksykograficznie niz u, czyli rzeczywiscie u jest pierwsze.

(=) Zalézmy, ze u jest pierwsze, i niech u = zy dla z,y # 1; chcemy wykazaé, ze

u < y. Dowdd przeprowadzimy nie wprost. Gdyby zachodzilo y < w i y nie byloby
prefiksem u, to mieliby$my takze yx < u i u nie bytoby pierwsze. Skoro tak, to y

jest prefiksem wu, ale przeciez takze i jego sufiksem, czyli u = xy = yz dla pewnego z.
Czytelnikowi zaznajomionemu z artykulem Wojciecha Plandowskiego taka réwnosé
moze co$ przypominaé: otéz jest to doktadnie ,gléwne” réownanie, jakie zostato w nim
rozwiazane! Korzystajac z gotowego wyniku, mamy, ze = = (pq)*, z = (¢p)" oraz

y = (pg)’p dla pewnych stéw p oraz q # 1, czyli u = (pq)*p dla k =i + j > 1. Dodajmy,
ze stowo p takze musi by¢ niepuste, gdyz w przeciwnym przypadku j > 1 (jako ze
y#1)iu=¢" dlak > 2, czyli u nie byloby pierwotne ani, tym bardziej, pierwsze.

No to teraz pdjdzie juz z gérki. Stowo u jest pierwsze, wiec rozwazajac jego dwa
wybrane obroty cykliczne, otrzymujemy: u = (pg)*p = p(qp)* < (gp)*p oraz

u = (pq)*p < p(pq)*. Na mocy pierwszej nieréwnosci mamy pg < gp, natomiast

z drugiej, po usunieciu poczatkowego p otrzymujemy gp < pqg. Te dwie nieréwnosci daja
nam oczekiwang sprzecznosé. A

Nie koniec na tym — istnieje jeszcze inna, réwnowazna, choé nieco bardziej egzotyczna
definicja stéw pierwszych. Jej uzasadnienie pozostawiamy Czytelnikowi, nam i tak
bedzie ona potrzebna jedynie jako wlasno$é tej rodziny stéw.

Twierdzenie 2. Stowo u jest stowem pierwszym wtedy i tylko wtedy, gdy jest
jednoliterowe albo jest postaci u = zy, przy czym x <y i x,y sqg stowams pierwszymi.

Po tym wstepie mozemy juz wreszcie zdradzié, skad wzieta sie nazwa rozwazanej
rodziny stéw. Chodzi mianowicie o nastepujaca analogie do liczb pierwszych: kazda
liczbe naturalna mozna przedstawié jednoznacznie (oczywiscie z doktadnoscia do
kolejnosci) jako iloczyn liczb pierwszych, a kazde stowo w pewnym sensie jednoznacznie
jako sklejenie stéw pierwszych.

Twierdzenie 3. Dowolne stowo u mozna przedstawic¢ jednoznacznie jako sklejenie
pewnej liczby stéw pierwszych uw = lila ...l dlaly > 12 > ... > k.

Dowdéd. Czy kazde stowo mozna w ogdle przedstawié jako sklejenie (jakichkolwiek) stow
pierwszych? Mozna, wystarczy podzieli¢ je na pojedyncze litery, ktore, jak by nie patrzeé, sa
stowami pierwszymi. Teraz, dopdki w biezacym rozktadzie wystepuja dwa kolejne stowa
pierwsze l;, l;11, takie ze I; < li4+1, dopdty mozemy takie stowa skleja¢ w jedno stowo
pierwsze [;l;+1 na mocy Twierdzenia 2. Powtarzajac te operacje do skutku, znajdziemy
jakies$ przedstawienie u w postaci sklejenia nierosnacego ciagu stéw pierwszych.

No dobrze, a czemu takie sklejenie jest tylko jedno? Zalézmy, ze bytyby dwa rézne,
u=1Illa... .l =11l5...1,. Mozemy zalozyé, ze l; # 1}, w przeciwnym przypadku
mozemy te pare stow wykredli¢ z rozktadu. Niech wiec, bez straty ogdlnosci, bedzie
[l1] > |I1|. Wéwezas musi istnieé rozktad: 11 = 1115 ... l;c, przy czym « jest niepustym
prefiksem ;. No i teraz mozemy zapisaé ciag nieréwnosci, ktéry prowadzi do
sprzecznosci, a ktérego uzasadnienie pozostawiamy Czytelnikowi (jedyne nietrywialne
miejsce polega na zastosowaniu Twierdzenia 1):

To w takim razie juz ,wszystko” jasne, poznalidémy jakie$s mniej lub bardziej interesujace
wlasnosci stéw pierwszych, w tym wyjasnilismy ich nazwe, mozna by wlasdciwie zakonczy¢
niniejszy artykul. Niewykluczone jednak, ze Czytelnikowi, ktéry dobrnat do tego miejsca,
pozostal po lekturze pewien niedosyt. Chcialoby sie, zeby te stowa pierwsze mialy jakies
naprawde fajne wlasnosci (tak jak liczby pierwsze), a moze nawet zeby mialy jakis
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Stowo cykliczne to ciag liter bez
wyroéznionego poczatku i kofica — aby
przeksztalcié¢ zwykte stowo w cykliczne,
wystarczy je sobie wyobrazié¢ jako
zapisane wzdluz okregu.

Poprawnosé tego wzoru mozna catkiem
nietrudno sprawdzié, podstawiajac lewa
strong w miejsce f(n/d) i, odwrotnie,
prawa w miejsce g(d).

Kilka pierwszych wartosci: pu(1) =1,
w(2) = =1, u(3) = —1, u(4) =0,

uw(5) = —1, pu(6) = 1. W ogdlnosci
mozna udowodnié, ze u(n) = 0, jesli
n jest podzielne przez kwadrat liczby
pierwszej, a w przeciwnym przypadku
u(n) = (=1)*, przy czym k to liczba
réznych dzielnikéw pierwszych n.

zwiazek z teorig liczb. .. Autor niniejszego artykulu przygotowal cos specjalnego, czym
ma nadzieje uraczy¢ wcigz nienasyconych Czytelnikéw.

W Delcie 3/2009 pojawit si¢ artykut o ciagach de Bruijna. Przypomnijmy ich definicje
w wersji ogdlniejszej: ciggiem de Bruijna rzedu n nazywamy stowo cykliczne dhugosci
k™ zlozone z liter” nalezacych do zbioru {0,1,...,k — 1}, w ktérym kazde n-literowe
stowo wystepuje jako podstowo (tzn. spdjny fragment) doktadnie raz. Najlatwiej
wyobrazaé sobie ciggi de Bruijna dla k = 2, przyktadem takiego ciagu rzedu 4 jest
0000100110101111. Jak nietrudno si¢ juz teraz domysli¢, asem w rekawie autora
artykulu jest pewien zwiazek miedzy ciggami de Bruijna a stowami pierwszymi.

A jest to zwiazek zaiste niespodziewany — otéz, sklejenie wszystkich stow pierwszych

o dlugosciach dzielgcych n w kolejnosci leksykograficznej daje cigg de Bruijna rzedu n,
a do tego najmmniejszy leksykograficznie dla danych parametréw n, k. Kilka przyktadéw:

n=4,k=2: 0-0001-0011-01-0111-1,
n=3k=3: 0-001-002-011-012-021-022-1-112-122-2.

Po napatrzeniu si¢ na te i inne przyktady Czytelnik zada sobie zapewne pytanie, skad si¢
ten zwiazek bierze. No i tu kolejna niespodzianka: autorowi nie jest znany zaden naprawde
prosty dowdd faktu, ze opisana konstrukcja faktycznie daje ciag de Bruijna. Podobnie
(a wlasciwie jeszcze gorzej) jest z uzasadnieniem faktu, ze jest to zawsze najmniejszy
leksykograficznie ciag de Bruijna dla zadanych parametréw n oraz k. By¢ moze ktéremus
z Czytelnikéw uda sie wymyslié jakis elegancki dowdd tych faktéw, a tymczasem sprobujmy
odpowiedzie¢ choéby na najprostsze z tego typu pytan: czy w ogble diugosé sklejonego
ciagu stéow pierwszych zgadza sie z dlugoscia ciggu de Bruijna?

Oznaczmy przez Lq(k) liczbe stéw pierwszych dlugosei d, dla ustalonego k. Wowczas
dtugosé sklejonego ciagu dla danego n to S(n, k) = Zd‘n d - Lq(k). Zauwazmy, ze d - Lq(k)
to tak naprawde liczba stéw pierwotnych dtugosci d. Faktycznie, wszystkie d obrotéw
cyklicznych danego d-literowego stowa pierwszego stanowi rézne stowa, z czego wszystkie
pierwotne, obroty cykliczne réznych stéw pierwszych daja, oczywiscie, rézne stowa
pierwotne, a kazde stowo pierwotne mozna obroécié¢ cyklicznie tak, by stato sie pierwsze. To
oznacza, ze S(n, k) jest réwne lacznej liczbie stéw pierwotnych o dtugosciach dzielacych n.
A ile jest takich stéw? Otdz jest ich dokladnie tyle, ile wszystkich n-literowych stéw nad
alfabetem k-literowym, czyli doktadnie k™. A to dlatego, ze dowolnemu stowu n-literowemu
mozemy przyporzadkowaé jednoznacznie jego pierwiastek pierwotny, ktéry jest stowem
pierwotnym o dlugosci dzielacej n. Z drugiej strony, dowolnemu stowu pierwotnemu

o dtugosci d, bedacej dzielnikiem n, mozemy przyporzadkowaé (znéw jednoznacznie) jego
potege o wykladniku n/d, ktéra jest stowem dlugosci n. Podsumowujac, S(n, k) = k",
czyli dlugoéci rzeczywiscie sie zgadzaja.

To jednak nie koniec, gdyz z uzyskanej réwnosci mozemy wyciggnaé¢ pewne interesujace
wnioski. Jednym z nich jest wyznaczenie wzoru na liczbe stéw pierwszych dlugosci n,
czyli L, (k). Do tego celu mozemy si¢ postuzyé tzw. wzorem inwersyjnym Mébiusa,
ktéry dla dwéch funkceji f, g, przyjmujacych argumenty catkowite dodatnie, wyglada
nastepujaco:

Fm) =Y g(d) < g(n)=>_ u(d)f(n/d),

gdzie p to funkcja Mdobiusa zdefiniowana dla liczb naturalnych rekurencyjnie jako:

w(l) =1, Z,u(d) =0 dlan>1.
d

Stosujac wzér inwersyjny do f(n) = S(n,k) = k™ i g(n) = n - Ln(k), otrzymujemy:

Ln(k) = % > u(d)k,

dln

Na koniec przyjrzyjmy sie, jak wyglada wzér S(p, k) = k™ dla p bedacego liczba
pierwsza. Wéwczas suma S(p, k) ma tylko dwa sktadniki, L1 (k) oraz p - Lp(k). Jesli
zauwazymy, ze pierwszy z tych sktadnikow jest réwny po prostu k, mozemy nasz wzér
przeksztalci¢ do takiej postaci:

Poniewaz liczba stéw pierwszych nie moze by¢ niecatkowita, wiec otrzymujemy, ze dla
dowolnej liczby pierwszej p i liczby caltkowitej dodatniej k zachodzi p | kP — k, ktéry to
fakt znany jest powszechnie jako Mate Twierdzenie Fermata. Mozemy wiec stwierdzic,
ze przy okazji udalo nam sie udowodnié to twierdzenie, uzywajac do tego jedynie
faktéw zwigzanych ze stowami.
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