Kacik przestrzenny (5)

Z definicji prosta jest prostopadta do
ptaszczyzny wtedy i tylko wtedy, gdy
jest prostopadta do kazdej prostej lezacej
w tej plaszczyznie. Nietrudno jednak
udowodnié, ze na to, aby prosta byta
prostopadla do ptaszczyzny, potrzeba

i wystarcza, aby byla prostopadta do
dwéch przecinajacych si¢ prostych
lezacych w tej plaszczyznie.

Notacja XY 1 ABC oznacza, ze prosta
XY jest prostopadla do ptaszczyzny
ABC.

Rys. 2

Rys. 3

Prostopadtos¢ prostych i plaszczyzn

Piaty kacik poswiecimy prostopadtosci prostych i ptaszczyzn. Przy rozwiazywaniu
zadan dotyczacych tego tematu nalezy jedynie pamietaé o tym, ze

e jesli dwie nierownolegte proste lezace w jednej plaszczyznie sa prostopadle do
trzeciej prostej, to cala plaszczyzna tez jest prostopadta do niej;

e jedli prosta jest prostopadita do pewnej ptaszczyzny, to jest prostopadia do
dowolnej prostej lezacej w tej plaszczyznie.

I to jest cala filozofia — wszystkie zadania o prostopadlosci rozwiazuje sie,
postugujac sie tym schematem. Czasem nalezy tylko umie¢ wybraé, czy wygodniej
bedzie wykazaé, ze, na przyklad, rzut prostokatny punktu A na plaszczyzne spelnia
jakie$ warunki, czy odwrotnie — wzia¢ punkt na tej plaszczyznie spelniajacy
dane warunki i pokazac, ze prosta laczaca go z punktem A jest prostopadia do
tej plaszczyzny. Przy odrobinie praktyki jednak szybko nabierzemy wyczucia.
Zacznijmy od prostego, ale bardzo uzytecznego zadania.

1. Wszystkie kqty plaskie przy wierzcholtku A czworoscianu ABCD sq proste.
Wykazaé, zZe rzut prostokgtny H punktu A na plaszczyzne BCD jest ortocentrum
trdjkata BC'D (rys. 1).

Rozwigzanie. Skoro X BAC = <BAD = 90°, to BA | ADC', a wiec BA 1. CD.
Ponadto AH | BCD, skad AH | CD. Zatem plaszczyzna ABH jest prostopadia
do prostej CD. W takim razie BH 1 C'D. Analogicznie udowodnimy, ze

CH 1 BD. Zatem punkt H jest ortocentrum trdjkata BCD.

Warto ten fakcik sobie zapamieta¢, bo nie raz dane nam bedzie z niego
skorzystaé¢. Przejdzmy teraz do nieco trudniejszego zadania, w ktérym
zobaczymy, jak wykorzystaé prostopadtos¢ prostych skosnych.

2. (OM 1-111-3) Wykazaé, ze jezeli w czworo$cianie ABC'D wysokosci
poprowadzone z wierzchotkéw A i B przecinajq sie, to réwniez wysokosci
poprowadzone z wierzchotkow C i D przecinajg sie.

Rozwigzanie. Niech P bedzie punktem przecigcia wysokosci czworo$cianu
poprowadzonych z wierzchotkéw A i B (rys. 2). Mamy AP | BCD, wiec tez
AP 1 CD i analogicznie BP 1 CD. W takim razie ptaszczyzna ABP jest
prostopadta do krawedzi C'D, w szczegdlnosci AB 1 CD. Na prostej AB
wybierzmy taki punkt S, ze DS L AB. Zatem plaszczyzna C'DS jest
prostopadla do krawedzi AB. Niech CC’ i DD’ beda wysokoSciami tréjkata
CDS (rys. 3). Prosta CC’ jest prostopadia zaréwno do DS, jak i do AB

(bo lezy w plaszczyZnie prostopadlej do tej krawedzi). Jest wiec wysokoscia
czworoscianu ABC'D poprowadzong z wierzchotka C'. Analogicznie dowodzimy,
ze réwniez DD’ jest wysokoscig danego czworo$cianu. Te dwie proste majg
punkt wspolny bedacy ortocentrum tréjkata C'D.S. Dowdd jest wiec zakonczony.

Okazuje sie w takim razie, ze nie w kazdym czworo$cianie istnieje punkt przeciecia
wszystkich wysokosci. Z naszego rozwiazania wynika bowiem, ze wysokosci
poprowadzone z wierzchotkéw A i B przecinaja sie wtedy i tylko wtedy, gdy

AB 1 CD (z uwagi na symetrie dotyczy to réwniez wysokosci poprowadzonych

z punktéw C' i D). Czworosciany, w ktérych wszystkie wysokosci przecinaja sie
w jednym punkcie, nazywamy ortocentrycznymi, ale o nich nastepnym razem.

Zadania

3. (OM 49-11-6) Dany jest czworoécian ABCD. Dowiesé, ze krawedzie AB i CD
sq prostopadie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje w przestrzeni taki réwnoleglobok
CDPQ, ze PA=PB = PD oraz QA= QB = QC.

4. KrawedZ AD czworo$cianu ABCD jest prostopadla do plaszczyzny ABC.
Wykazaé, Ze rzut prostokgtny ortocentrum trojkgta ABC na plaszczyzne BC'D
jest ortocentrum trojkgta BCD.

Wiecej zadan na internetowej stronie Delty.
Michal KIEZA
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