Informatyczny kacik olimpijski (36): Zagadka

W tym kaciku przyjrzymy sie zadaniu Zagadka, ktére pojawito sie na
tegorocznych Potyczkach Algorytmicznych.

Rozwazamy pewne panstwo podzielone na k wojewddztw i zawierajace n miast.
W tym panstwie jest m drég, z ktérych kazda taczy jaka$ pare miast. Naszym
zadaniem jest tak wybraé stolice wojewodztw, aby kazde wojewddztwo miato
doktadnie jedna stolice (bedaca jednym z miast tegoz wojewddztwa), a kazda

z drég miala jaka$ stolice na co najmniej jednym swym koncu. Wiadomo, ze
kazda droga taczy dwa rézne miasta, kazde wojewoddztwo zawiera co najmniej
jedno miasto, a kazde miasto nalezy do dokladnie jednego wojewddztwa.

Przede wszystkim zauwazmy, ze powyzsze wymagania ograniczajace mozliwosci
wyboru stolic mozemy zamieni¢ na zestaw zdan logicznych. Dla kazdego miasta ¢
wprowadzmy zmienna logiczna S; oznaczajaca, czy dane miasto jest stolica
swojego wojewodztwa. Wowcezas droge laczaca miasta a i b mozemy rozumie¢ jako
alternatywe S, V Sp. Wojewddztwo interpretujemy natomiast jako zbiér alternatyw

postaci =S, V .5, dla kazdej pary réznych miast a, b z tego wojewodztwa.

W ten sposéb sprowadziliémy zadanie do wybrania

dla kazdego miasta i wartosci zmiennej logicznej S;,
tak aby zachodzily wszystkie wymienione wyzej
alternatywy. (Jezeli znajdziemy rozwiazanie, w ktérym
pewne wojewddztwo nie ma zadnej stolicy, to w takim
przypadku mozemy dowolne jego miasto uznaé za jego
stolice 1 nie zepsuje to znalezionego rozwiazania.) Jest
to klasyczny problem 2-SAT, dla ktorego znany jest
liniowy (doktadniej: liniowo zalezny od liczby zmiennych
i liczby alternatyw) algorytm. W przypadku naszego
zadania oznacza to rozwiazanie w czasie O(n? + m).
Nie jest to jeszcze wynik satysfakcjonujacy. Aby

go poprawi¢, zaglebimy sie¢ w dziatanie algorytmu
rozwiazujacego problem 2-SAT, po czym sprobujemy
go przyspieszy¢ dla tego konkretnego zadania.

Zauwazmy, ze kazda alternatywe x V y mozemy
zamieni¢ na dwie implikacje: -z — y oraz -y — x.
Zbudujemy zatem graf, ktorego wierzchotkami

sa S; oraz —.5; dla wszystkich i, a krawedziami —
implikacje powstale ze wszystkich naszych alternatyw.
Chcemy dla kazdego miasta ¢ wybra¢ dokladnie jeden
z dwoch odpowiadajacych mu wierzchotkéw i uznaé

za prawdziwy, pamietajac przy tym o implikacjach.
Nietrudno spostrzec, ze w kazdej silnie spojnej
skladowej takiego grafu wszystkie wierzchotki maja taka
sama wartos$¢ logiczna. Jesli utozsamimy wierzchotki
nalezace do tych samych silnie spéjnych sktadowych,
otrzymujemy tzw. graf silnie spéjnych sktadowych,

w ktorym nie ma juz cykli. Ten graf sortujemy
topologicznie. Rozpatrujemy kolejno te silnie spéjne
sktadowe, z ktérych wychodza krawedzie tylko do juz
rozpatrzonych. Zauwazmy, ze jeSli z i y sa w tej samej
silnie spdjnej sktadowej, to -~z i -y takze, gdyz jesli

z x mozna dojs$¢ krawedziami do y, to z -y mozna
analogicznie doj$¢ do —x, podobnie jesli mozna dojs¢

z y do x, to mozna z - do —y (wynika to ze sposobu
konstrukeji krawedzi z alternatyw). W takim razie,
podczas rozpatrywania kolejnych sktadowych, jesli
napotykamy taka, ktorej komplementarna nie zostata
jeszcze rozpatrzona, ustalamy, ze wszystkie wierzchotki
tej sktadowej beda prawdziwe, a komplementarnej —
falszywe. W ten sposéb dla kazdej pary literatow x, —x
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zdecydujemy, ktory z nich jest prawdziwy, a wszystkie
implikacje, a wiec takze alternatywy, beda spelnione
(dlaczego?). Jedynym przypadkiem, gdy ta metoda

nie dziala, jest sytuacja, gdy dla pewnego x, z i —x leza
w jednej silnie spéjnej sktadowej. W takim przypadku
w ogdle nie istnieje zadne rozwiazanie, gdyz implikacje
S sprzeczne.

Widzimy, ze gléwny koszt czasowy algorytmu jest
generowany przez znajdowanie silnie spéjnych
sktadowych i grafu tychze oraz przez sortowanie
topologiczne tego grafu. Wszystkie te operacje

w standardowy sposéb wykonujemy za pomoca

dwéch przeszukiwan w glab (DFS). Koszt jednego
takiego przeszukiwania to O(V + E), gdzie V' to

liczba wierzchotkow, a E — liczba krawedzi grafu.

V' jest w naszym przypadku rowne 2n, a wiec
akceptowalne. Problemem jest E = O(n? + m). Krawedzie
odpowiadajace niewygodnemu sktadnikowi O(n?) sa
jednak rozmieszczone regularnie wewnatrz poszczegdlnych
wojewodztw. Mozemy zatem pamietaé dla kazdego
wierzchotka jedynie jego ,normalnych” sasiadow,
natomiast krawedzie wynikajace z przynaleznoéci do
wojewodztwa wyznaczaé na biezaco, w razie potrzeby.
Bedac w dowolnym wierzchotku, mozemy pdjsé

w przeszukiwaniu grafu dowolna krawedzia z jego listy
krawedzi lub tez krawedzia z listy krawedzi wojewddztwa.
Co do tych ostatnich, to jedli zuzywamy krawedz
swojewodzka” z S, do =S, mozemy spokojnie zalozy¢,
ze krawedzie ,wojewddzkie” z S, do .S, dla wszystkich ¢
sg juz niepotrzebne, i o nich zapomnieé. Jest tak, gdyz
wierzchotek —S;, odwiedzamy raz, idac z S,, a wszystkie
pozostale krawedzie do niego prowadzace juz nam

nie postuza w przeszukiwaniu. Jesli rozmiar wojewddztwa
to w, to zamiast O(w?) krawedzi dla tego wojewddztwa
pamietamy tylko O(w) koncéw tych krawedzi i kazdy
koniec wykorzystujemy dokladnie raz, przy pierwszej
nadarzajacej sie okazji.

W ten sposéb wykonujemy przeszukiwanie DF'S
w rozwazanym grafie w czasie O(n 4+ m). Cale rozwiazanie
ma zlozono$é czasowa i pamieciowa O(n +m + k).
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