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Rys. 1. Wyniki eksperymentu I.

1 2 3 4 5 6 7 8 9

cyfra

cze¢stosé wystapienia [%)]
el A R R N Al
crnoadR3EEHE

Rys. 2. Wyniki eksperymentu II.
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Rys. 3. Wyniki eksperymentu III.

Pomysty na eksperymenty II i III
zaczerpniete zostaly z publikacji

F. Benforda The law of anomalous
numbers [1]. W eksperymencie II
postuzono sie tylko tymi pierwiastkami,
ktére odkryte zostaly przed publikacja
F. Benforda. Eksperyment I
przeprowadzony zostal zgodnie

z pomystem autora.

*inzynier Dzialu Systeméw Statkowych
w firmie IT-REM Sp. z o.0.

Fenomen rozkladu Benforda
Jakub SZYMANOWSKI™

Wigkszo$¢ oséb swiadomych powigzan miedzy $wiatem matematyki

a rzeczywistoscia zgodzi sie, ze na kazdym kroku spotykamy sie z rachunkiem
prawdopodobienstwa. Oprécz niektérym dobrze znanych zagadnien zwiazanych
z grami losowymi pewne prawidlowosci probabilistyczne mozemy spotkaé
rowniez w bardziej niespodziewanych miejscach.

Przypadek czy co$ wiecej?

Wykonamy trzy eksperymenty na réznych, niepowiazanych seriach danych.

W kazdym z eksperymentéw wyznaczymy czestosé¢ wystepowania kazdej cyfry
na najbardziej znaczacej pozycji w pewnym zbiorze wartosci liczbowych. Wyniki
przedstawimy za pomoca tabeli i wykresu.

Eksperyment 1. Ze zbioru liczb naturalnych z zakresu od 1 do 9999 losujemy
liczbe p, wykorzystujac generator liczb losowych o rozkladzie réwnomiernym.
Nastepnie z zakresu liczb naturalnych od 1 do p losujemy, réwniez wykorzystujac
rozklad rownomierny, liczbe r. Cala te operacje powtarzamy 100000 razy,
otrzymujac w ten sposéb liste R wszystkich wylosowanych liczb r. Dla kazdej
cyfry wyznaczamy (procentowo) jej czestosé¢ wystepowania na najbardziej
znaczacej pozycji w elementach listy R — przyblizone wyniki prezentuje ponizsza
tabela i wykres na rysunku 1.

cyfra 1 2 3 4 5 6 7 8 9
czestosé wystapienia [%] 24,27 18,40 14,61 11,65 9,32 7,46 6,08 4,74 3,47

Eksperyment II. W drugim eksperymencie postuzymy sie ukladem okresowym
pierwiastkéw chemicznych, a dokladniej, jednym z parametréw kazdego
pierwiastka — masa atomowa. Podobnie jak w eksperymencie pierwszym,
interesuje nas jedynie pierwsza cyfra kazdej liczby reprezentujacej mase
atomowa. Czesto$é wystepowania wszystkich cyfr na tej pozycji (w przyblizeniu)
mozna odczytaé z ponizszej tabeli i wykresu na rysunku 2.

cyfra 1 2 3 4 5 6 7 8 9
czesto$¢ wystapienia [%] 44,94 19,10 5,62 4,49 6,74 4,49 4,49 4,49 5,62

Eksperyment ITI. Ostatni eksperyment ma charakter geograficzny —
postuzymy sie tutaj powierzchnia w km? wszystkich panstw $wiata. Znéw
badamy tylko czesto$é¢ wystepowania poszczegdlnych cyfr na najbardziej
znaczacej pozycji; przyblizone wyniki zawarte zostaly w tabeli i na rysunku 3.

cyfra 1 2 3 4 5 6 7 8 9
czesto$é wystapienia [%] 29,96 19,41 10,97 10,97 6,75 6,75 5,49 3,38 5,91

Przyjrzyjmy sie¢ wynikom przeprowadzonych eksperymentéw. Wykresy sa niczym
innym, jak empirycznie wyznaczonymi funkcjami gestosci prawdopodobienstwa
dla nastepujacego zadania: losujemy liczbe z danego zbioru i pytamy, z jakim
prawdopodobienstwem jej pierwszg cyfra bedzie 1, z jakim 2, itd. Wykonali$my
eksperymenty zupelnie niepowiazane, wyznaczone za$ funkcje gestosci
prawdopodobienstwa wydaja sie podejrzanie podobne. .. Widaé, ze (na ogét)

im nizsza cyfra, tym bardziej prawdopodobne jest jej wystapienie na poczatku
losowej liczby ze zbioru danych.

Tablice logarytmiczne

Charakterystyczna zalezno$c¢, jaka udato nam sie spostrzec, zostala po raz
pierwszy odnotowana w 1881 roku przez kanadyjskiego astronoma i matematyka
Simona Newcomba. Przebywajac w bibliotece United States Naval Observatory,
Newcomb zauwazyl, ze strony tablic logarytmicznych sa brudniejsze na poczatku
i coraz czystsze na dalszych kartkach. Wywnioskowal, ze korzystajacy z tablic
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Rys. 5. Poréwnanie wynikéw
eksperymentéw z rozkladem Benforda.
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Rys. 6. Poréwnanie wynikéw
eksperymentéw z rozkladem Benforda.

Moéwimy, ze rozklad prawdopodobienstwa

P(X) zmiennej losowej X jest

niezmienniczy wzgledem skalowania, jezeli
dla dowolnej liczby dodatniej o zachodzi

réwnosé¢ P(X) = P(a - X).
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Rys. 7. Poréwnanie wynikéw
eksperymentéw z rozkladem Benforda.

logarytmicznych czesciej szukaja liczb rozpoczynajacych sie od nizszych cyfr

— te znajduja si¢ na poczatku tablic. Swoje odkrycie (bez dowodu ogdlnej
prawidlowosci) opublikowal na stronach American Journal of Mathematics.
Jego artykul [4] nie spotkal sie jednak z szerokim zainteresowaniem i niezwykle
ciekawe zjawisko zostatlo zapomniane na 57 lat.

W 1938 roku Frank Benford, inzynier General Electric, nie zdajac sobie sprawy
z istnienia pracy Newcomba, dokonat tego samego odkrycia na podstawie stanu
czystosci tablic logarytmicznych. Zafascynowany tym zjawiskiem Benford zaczal
sprawdzad, czy jego teoria znajduje potwierdzenie rowniez w innych zbiorach
danych, m.in. w powierzchniach rzek, liczbach drukowanych w gazetach, czy
nawet cenach. Wyniki swoich badan przedstawil w artykule [1] wydrukowanym
w Proceedings of the American Philosophical Society. Podobnie jak w artykule
Newcomba, formalny dowéd nie zostal przedstawiony.

Prawo Benforda

W ten sposob $wiat dowiedzial sie o niezwyklej prawidlowosci, ktéra obecnie nosi
nazwe prawa Benforda, rozkladu Benforda lub prawa pierwszych (znaczgcych) cyfr.

Dyskretny rozklad Benforda opisany jest zalezno$cia

(1) P(z) = logy, (1 + ;)

gdzie x oznacza pierwsza znaczaca cyfre (x = 1,2,...,9), natomiast P(x)
oznacza prawdopodobienstwo, z jakim cyfra x bedzie pierwsza cyfra liczby.
Przyblizone prawdopodobienstwo wystapienia poszczegdlnych cyfr na

najbardziej znaczacej pozycji przedstawia ponizsza tabela, a funkcje gestosci
prawdopodobienstwa — rysunek 4.

x 1 2 3 4 5 6 7 8 09
P(z) [%] 30,1 17,61 12,49 9,69 7,92 6,69 5,80 5,12 4,58

Mozemy teraz poréwnaé¢ wyniki przeprowadzonych przez nas eksperymentow
z zaleznoscia (1) — graficznie przedstawia to rysunek 5.

Skoro prawo Benforda dziala dla trzech niezaleznych zbioréw danych, to powinno
dziala¢ rowniez wtedy, gdy rozpatrzymy wyniki wszystkich eksperymentéw
jednoczesnie, co pokazuje rysunek 6. Korzystajac z mocniej zréznicowanych
danych, otrzymaliSmy wyniki bardziej zblizone do przewidywan teoretycznych.

Uniwersalno$¢ prawa Benforda

Waznym pytaniem jest, czy prawo Benforda jest uniwersalne: czy uzyskaliby$my
taki sam rozklad prawdopodobienstwa, gdybysmy przeskalowali dane w zbiorze
testowym? Na przyktad, czy w eksperymencie III rozklad zmieni sie, jesli
zastosujemy inne jednostki powierzchni, na przyklad jardy, stopy lub mile
kwadratowe?

W 1961 roku Roger Pinkham stwierdzil, ze jezeli prawo Benforda rzeczywiscie
wystepuje, to powinno mie¢ wlasnosé¢ uniwersalnosci — wyniki powinny by¢ takie
same, niezaleznie od tego, jakie miary stosujemy w danym zagadnieniu (zob. [5]).

SprawdZzmy to zatem, modyfikujac eksperyment III: powierzchnie panstw
przeliczamy z kilometréw kwadratowych na angielskie mile kwadratowe
i sprawdzamy czestotliwos¢ wystepowania cyfr na najbardziej znaczacej pozycji.

Z wykresu na rysunku 7 wida¢, ze skalowanie danych prawie nie wplyneto na
rozktad prawdopodobienstwa. Niewielkie rozbieznosci wynikaja z faktu, iz dane
te nie tworza idealnego rozktadu Benforda.

Czy prawo Benforda dziala zawsze?

Przytoczone eksperymenty pokazuja, ze prawo Benforda sprawdza si¢ (z wigksza
lub mniejsza dokladnoscia) dla wynikéw dziatan na liczbach naturalnych,
parametréw pierwiastkow chemicznych i danych geograficznych. Dodatkowo

w artykule Benforda [1] mozna znalez¢ szereg innych zbioréw danych, w ktérych
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Rozwigzanie zadania M 1298.

Liczba a? 4+ b% + ¢? jest nieparzysta,

a wiec postaci 2p + 1. Wybierzmy d = p.
Wtedy a?+ b2+ +d? = (p+ 1)24
Pozostaje wigec wykazac, ze liczba p jest
nieparzysta.

Liczby a, b, ¢ sa nieparzyste, a wigc
liczby a?,b?, ¢? dajg z dzielenia

przez 4 reszt¢ 1. Wobec tego 2p + 1 =
=a®> +b*+c?* =3 (mod 4), skad
wynika, ze liczba p jest nieparzysta.
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odnajdujemy te prawidlowos¢é. Mozemy sie zatem pokusi¢ o pytanie, czy
rozktad Benforda dziala dla kazdych zebranych danych liczbowych? Odpowiedz,
oczywiscie, brzmi: nie!

W eksperymencie IIT postuzylismy sie danymi geograficznymi: powierzchnia

w km? wszystkich pafistw $wiata. Badamy zatem dane, na ktére ma wplyw wiele
czynnikéw. Powierzchnia poszczegdlnych panstw jest bardzo zréznicowana — od
Rosji o powierzchni 17075400 km? po Watykan — 0,44 km?.

Jezeli za bardzo zawezimy zakres danych, okaze sie, ze prawo Benforda nie ma
dla nich zastosowania. Na przyklad, badajac dlugos$ci samochodéw osobowych
lub wysokos¢ dorostej zyrafy stwierdzimy, ze niewiele z nich zaczyna si¢ od
cyfry 1. Wynika to z faktu, iz wartosci tych danych sg silnie ograniczone innymi
czynnikami. Malo ktéra zyrafa, zwlaszcza dorosta, mierzy ponizej 2 metrow.

Moze warto zatem pamietaé¢ o prawie Benforda, rzucajac sze$cienng kostka do
gry? Niestety, takze nie. Kazda liczba oczek ma takie samo prawdopodobienstwo
wylosowania. Powtarzajac wielokrotnie losowanie, uzyskamy rozktad
prawdopodobienstwa zblizony do rownomiernego.

W 1995 roku amerykanski profesor matematyki z Georgia Institute of
Technology, Theodore P. Hill, przedstawit dowéd prawa Benforda na
tamach magazynu Statistical Science w tekscie A statistical derivation of the
significant-digit law [3].

Tylko ciekawostka?

Prawo Benforda jest samo w sobie bardzo ciekawym zjawiskiem, a w niektérych
dziedzinach ma zastosowanie praktyczne. Stuzy jako narzedzie do sprawdzania
poprawnosci obliczen, prawdziwosci danych statystycznych czy wykrywania
oszustw w zeznaniach podatkowych i rozliczeniach finansowych.

Za pomoca prawa Benforda sprawdza sie dokladnos¢ dzialania modeli
matematycznych opisujacych ewolucje danych z réznych dziedzin, na przyktad
modeli zmian populacji. Dla danych wejsciowych spelniajacych prawo Benforda
powinnidmy otrzymacé¢ dane wyjsciowe, ktore rowniez te zaleznosé spetniaja.
Jezeli tak nie jest, oznacza to, ze zastosowany model (algorytm) zakldcil
yhaturalny” rozklad danych.

Najpopularniejszym zastosowaniem prawa Benforda jest sprawdzanie
poprawnosci zeznan podatkowych i rozliczen. Okazuje sie, ze falszerze bardzo
czesto wybieraja liczby rozpoczynajace sie od 4, 51 6 zamiast od 1, 2 i 3! Stad,
jesli rozklad czestosci wystepowania cyfr na pierwszych pozycjach nie jest
zblizony do rozkladu Benforda, to sprawdzajacy powinien zwréci¢ na to
rozliczenie wigksza uwage. Z cala pewnoscia o prawie Benforda nie wiedzial
skarbnik stanu Arizona, James Nelson, ktorego falszerstwa na kwote bliska

2 mln dolaréw zostaly wykryte przy zastosowaniu prawa pierwszych cyfr.

:U"

Obrét cykliczny stowa polega na
przerzuceniu dowolnej (w tym zerowej)
liczby liter z poczatku stowa na koniec,
np. wszystkimi obrotami cyklicznymi
slowa aba sa: aba, baa oraz aab.

Slowa pierwsze Jakub RADOSZEWSKI

W numerze 10/2010 Delty pojawil sie artykul Wojciecha Plandowskiego, w ktérym
autor po ciezkich bojach pokazuje rozwiazanie pewnego konkretnego typu rownania
na stowach. Mogloby sie wydawa¢: udalo sie, sprawa skonczona. Tymczasem przy
okazji w artykule pojawia sie definicja i kilka waznych wtasnosci stow pierwotnych,
a stad juz tylko matly krok do innej ciekawej rodziny stéw, mianowicie do stéw
pierwszych. To dobry pretekst, by cos o nich opowiedzie¢.

Przypomnijmy, ze stowo pierwotne to takie, ktére nie jest potega (u* dla k > 2)
zadnego niepustego stowa. Znamy juz kilka wlasnosci takich sléw, w szczegdlnosci
to, ze kazde stowo w przedstawia sie jednoznacznie w postaci w = u”, gdzie u
jest pierwotne; w tym artykule bedzie nam wygodnie nazwaé u pierwiastkiem
pierwotnym stowa w. Dalej, wiemy, ze kazdy obrét cykliczny stowa pierwotnego
jest pierwotny, a dodatkowo wszystkie takie obroty stanowia rézne slowa. Wérdéd
tych obrotow jedno stowo jest, w szczegdlnosci, najmniejsze leksykograficznie,
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