Srednica okregu (co na plaszczyznie
euklidesowej wydaje sie¢ zbednym
wyja$nieniem) to odcinek laczacy jego
przeciwlegte punkty.

W celu latwiejszego wyrazania odlegtosci
na powierzchni sfery mozna postuzy¢

si¢ pojeciem szerokosci geograficznej.
Szeroko$é geograficzna danego punktu
sfery to kat zawarty miedzy plaszczyzna
réwnika a pionem tego punktu.

Rys. 1. Okrag sferyczny i jego Srednica.
To, ze ograniczone przez ten okrag koto
ma mniejsze pole niz plaskie koto o tym
samym promieniu, wyraza fakt, iz to
pole jest takie, jak pole ptaskiego kotla
o promieniu bedacym przestrzenna (!)
odlegtoscia jego $rodka od brzegu.

*Wydzial Nawigacyjny,
Akademia Morska w Gdyni

Czy m jest constans? Piotr KOPACZ"

Jedng z najistotniejszych wielkosci w matematyce jest m, ktérej poswiecono wiele
Scistych prac i filozoficznych rozwazan od starozytnosci (jeszcze zanim zostala
nazwana swoim obecnym imieniem) do czaséw wspodlezesnych. Co pewien czas
mozna znalez¢ informacje o kolejnych rekordach w wyznaczaniu coraz dtuzszego
jej rozwiniecia dziesigtnego. Przegladajac literature, portale o tematyce
matematycznej badZ podreczniki szkolne, mozna takze spotkaé sie z réznymi
sposobami definiowania liczby 7. Wedlug encyklopedii szkolnej ,,Matematyka”:
liczba m, ludolfina, stala matematyczna okreslona jako stosunek dlugo$ci okregu
kola do dlugosci jego $rednicy; m = 3,14159... Majac przed soba cytowana
definicje, sprobujmy zastanowic sie, czy 6w stosunek jest ten sam dla kazdego
okregu i odpowiadajacej mu srednicy w ogdlnym przypadku.

Zaczniemy od geometrii sferycznej. Okregiem na sferze nazywamy miejsce
geometryczne wszystkich jej punktéw, ktérych odlegtosé od wybranego

punktu S (na sferze) wynosi r, gdzie r € (0, %] Odleglosci na sferze mozna
wyraza¢ w mierze katowej lub tukowej. Nie powinno wiec budzi¢ tu zdziwienia
stwierdzenie, ze, na przyklad, dtugo$¢ promienia okregu wynosi 60° czy 7. Dalej
bedziemy uzywaé miary tukowej. Punkt S nazywamy $rodkiem (sferycznym),

a r — promieniem (sferycznym) okregu. Okregi sferyczne mozemy podzieli¢

na male i wielkie. Okregi mate powstaja wskutek przeciecia sfery plaszczyzna
nieprzechodzaca przez jej srodek (r < 7). Okregi wielkie to zbiory punktéw
przecigcia sfery z pewna plaszczyzng przechodzaca przez jej srodek.

Taki okrag, na przyklad réwnik kuli ziemskiej, ma promien r = 5 i dwa Srodki
bedace punktami antypodycznymi (na Ziemi sa to bieguny). Najkrotszym
polaczeniem, czyli linig geodezyjna lub ortodroma, dwdch punktéw sfery jest
wlasnie krétszy tuk przechodzacego przez nie okregu wielkiego. Jesli te tuki sa
rownej dhugosci, to oba sa najkrétszymi poltaczeniami. Okrag wielki jest wiec
odpowiednikiem prostej euklidesowej. Ta sferyczna prosta ma skonczong dlugosé
i jest zamknieta.

Ustalmy promien sfery R > 0. Dlugos$¢ réwnika wynosi 27 R, a dtugosé jego
$rednicy d, rowna dwém dlugosciom sferycznego promienia réwnika, jest polowa
dtugosci réwnika, czyli d = wR. Zatem stosunek dtugosci okregu wielkiego do
dlugosci jego srednicy w tej sytuacji jest réwny 2. Diugo$¢ i srednice okregu
rownoleznikowego, lezacego na szerokosci geograficznej x € [0, g), mozna
wyrazi¢ za pomoca wzoréw

L =2wRcosx, dZQR(%—JJ).

A kazdy okrag na sferze mozna przedstawié¢ jako okrag rownoleznikowy —
trzeba zmienié¢ polozenie rownika tak, zeby jego plaszczyzna byla réwnolegta
do ptaszczyzny wyznaczonej przez wybrany okrag. Wzgledem nowego réwnika
mozemy obliczyé¢ szerokosé geograficzna wybranego okregu.

Na przyklad, dla szerokosci geograficznej réwnej ¥ dlugos¢ odpowiadajacego
jej okregu malego réwna jest polowie dlugosci rownika, czyli 7R, a $rednica

ma diugos¢ 2R - ¢. Zatem w tym przypadku stosunek dlugosci okregu i jego
$rednicy jest rowny 3.

Zobaczylismy kilka przykladéw, a teraz warto zadac¢ ogélne pytanie o zakres
wartosci stosunku dlugosci dowolnego okregu do jego $rednicy na sferze. Zeby
tatwiej opisaé dalsze obliczenia, wprowadzmy funkcje T wyrazajaca stosunek
dtugosci okregu do dtugosci odpowiadajacej mu Srednicy. Poniewaz wszystkie
okregi na danej szerokosci geograficznej sa takie same, parametrem funkcji
bedzie wlaénie szeroko$é¢ geograficzna. Ogélny wzér, dla = € [0, %), to

- L(x)

w(x) =
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a po podstawieniu otrzymujemy

- 2w R cosx 2w
() = = cos .
2R(% — x) T — 2T




1 8
0,51

Rys. 2. Wykres funkcji 7 dla okregéw
sferycznych.
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Rys. 3. Okrag réwnoleznikowy na stozku
obrotowym i jego $rednice.
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Rys. 4. Powierzchnia boczna stozka po
rozwinieciu na ptaszczyznie. Kolorem
zaznaczone sg Srednice narysowanego
okregu.

Funkcja 7 jest wiec rosnaca w rozpatrywanej dziedzinie, a zbiér jej wartosci
to odcinek [2, 7). Stosunek dlugosci okregu do dlugosei jego $rednicy na sferze
nie tylko nie jest wielkoScia stala, ale opisuje go catkiem nietrywialna funkcja.

Drziedzing funkcji 7 zaweziliSmy dotad do przedziatu [0, §), co odpowiada
polsferze bez bieguna o dodatniej (péinocnej) szerokosci geograficznej. Jednak
w obliczeniach uwzgledniliémy wszystkie mozliwe dlugosci okregéw na sferze,
czyli wlasciwie znamy juz wartosci funkcji 7 na przedziale (—Z, Z). Nastepujacy
wzOr jest uogdlnieniem poprzedniego na ujemne szerokosci geograficzne:

- 2
@) = o

Wykres parzystej funkcji 7 dla = € (—%, %) przedstawia rysunek 2.

COS .

W granicznym przypadku, gdy promien sferyczny r matego okregu dazy do zera,
okrag sferyczny coraz bardziej ,rozplaszcza sie” — wéwcezas 7(x) jest bliskie 7.
Jako model Ziemi najczesciej przyjmuje si¢ sfere lub elipsoide obrotowa, ktérych
powierzchnie lokalnie aproksymuje si¢ plaszczyzna euklidesows styczna w danym
punkcie. Dla wielu zastosowan jest to zabieg dopuszczalny, poniewaz wystarcza
do otrzymania wymaganej doktadno$ci wynikéw. Ale nie zawsze — w geodezji,
nawigacji, kartografii czy astronomii znamy wiele przyktadéw, gdzie przyblizenie
plaszczyzng nie wystarcza, a na obserwowanym obszarze warto$é¢ funkcji 7
istotnie rézni si¢ od w. W takich przypadkach granice aproksymacyjnego
stosowania ptaskiej geometrii euklidesowej nalezy wyraznie okreslic.

Na przyktad, w pomiarach terenowych — wykorzystywanych lokalnie w geodezji
nizszej — obszar powierzchni Ziemi mozna traktowac¢ jako plaski wtedy,

gdy znajduje sie on w kole o promieniu okoto 15,5 km (wéwczas jego
powierzchnia nie przekracza 760 km?). Odpowiada to w przyblizeniu polu kota

o $rednicy réwnej 17’ tuku okregu wielkiego. Wyniki bezposrednich pomiaréw,
nieuwzgledniajacych wpltywu krzywizny powierzchni Ziemi, wykonanych w takim
obszarze, mozna przedstawi¢ na plaszczyznie w odpowiedniej skali, pomijajac
odwzorowanie kartograficzne, i efekt bedzie satysfakcjonujacy.

Zobaczmy teraz, jak zachowuja sie okregi na stozku obrotowym. Stozek
obrotowy to powierzchnia powstala przez obrét prostej z = ay (a > 0)
nachylonej do osi y pod katem « € (0, %) dokota osi z w prostokatnym uktadzie
wspoélrzednych OXY Z. Przyjmijmy, ze z < 0, czyli patrzmy tylko na jedna cze$é
stozka, te pod plaszczyzna z = 0 (rys. 3). Sprébujmy powiedzieé co§ o zbiorze
warto$ci funkcji 7, okreslonej, jak poprzednio, jako stosunek dtugosci okregu do
dlugosci jego srednicy.

Rozwazmy rodzine okregéw lezacych na stozku, ktore powstaja w wyniku
przeciecia go plaszczyznami réwnolegtymi do ptaszczyzny z = 0. Okregi te
nazywamy, analogicznie jak na sferze, rownoleznikami. Punkt S, wierzchotek
stozka, jest zarazem $rodkiem wszystkich okregéw réwnoleznikowych. Intuicyjnie
stwierdzamy, ze powierzchnie boczna stozka obrotowego mozna otrzymacd,
zwijajac kawalek papieru, czego z powierzchnig sfery zrobi¢ sie nie da.
Sprobujmy wiec spojrzeé¢ na nasz problem, rozktadajac powierzchnie boczna
stozka na plaszczyznie. Po tej operacji otrzymamy koto bez wycinka o kacie

o mierze tukowej (3, przedstawione na rysunku 4. Na tym samym rysunku

widaé¢ okrag na stozku, ktérego dlugos$é obliczymy. Niech [ oznacza dlugosé
odcinka S A. Nasze obliczenia beda zalezaly od dwoch parametréow — odleglosci [
okregu od wierzchotka stozka oraz kata (3, charakteryzujacego stozek.

Dlugosé pelnego okregu na plaszczyznie to 2xl. Od niej trzeba odjaé dlugosé
tuku poza rozlozong powierzchnia stozka, czyli [3. Wobec tego dltugosé
rownoleznika lezacego w odlegtosci | od wierzchotka S jest réwna

L(1.8) = (27 - B).

Trudniejsza sprawa jest ze srednicami. Mogloby sie wydawaé, ze srednica takiego
okregu réwnoleznikowego przechodzi przez punkt S — ot6z nie! Na rysunku 4

widaé, jak wygladaja najkrétsze odcinki (AC i BC') laczace przeciwlegle punkty
réwnoleznika. Ich dtugosé d(l, 8) wyznaczymy, korzystajac z twierdzenia cosinuséw
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Rys. 5. Wykres funkcji 7(8) dla okregéw
réwnoleznikowych stozka obrotowego.

dla tréjkata C'SA:
d(l,5)? = AC? = AS? + CS? —2AS - CS - cos (7r — g) = 2z2<1 + cos (g))
Teraz mozemy obliczyé T:

%(lyﬂ) _ L(Lﬁ) _ 27 _ﬁ

db.B) f2(1+ cos (2))
Okazuje sig, ze warto$¢ funkcji 7 nie zalezy od [, czyli na kazdym stozku wszystkie
réwnolezniki maja ten sam stosunek dlugosci okregu do srednicy. Ale ta liczba jest
rézna dla réznych stozkéw — zalezy od kata 3. Funkcja, ktéra mozemy zapisywaé
teraz jako (), przyjmuje wartosci z przedziatu (2,7) dla g € (0, 2).

Czytelnik Wnikliwy z pewnoscia zapyta, co si¢ zmieni, jedli uwzglednimy tez okregi,
ktore nie sg rownoleznikami. Czy nadal stosunek dlugosci okregu do $rednicy bedzie
staly na kazdym stozku? Mozna zacza¢ od takiego zadania: na powierzchni bocznej
stozka obrotowego o ustalonym kacie 3 dany jest okrag o promieniur’ > 0isrodku S’
niebedacym wierzchotkiem stozka. Czy okrag rownoleznikowy o takim samym
promieniu ma taka samg dlugo$¢? Lub ogdlniej, czy jest prawda, ze na powierzchni
bocznej stozka obrotowego dla dowolnej liczby r > 0 istnieje nieskoficzenie wiele
okregéw o promieniu r, ale réznej dtugosci?

Obliczylismy, ze funkcja 7 nie jest stala w ogbélnym przypadku. Wobec tego
nieostroznie byloby stwierdzi¢ bez zastanowienia, ze liczba 7 wyraza warto$c¢
stosunku dlugosci okregu do dtugosci jego Srednicy. Tak jest istotnie w geometrii
euklidesowej na plaszczyznie, do czego przyzwyczaja si¢ nas niemal od
poczatkéw nauki w szkole. Ale, jak widaé, przenoszenie przyzwyczajen z jednej,
L2ulubionej” geometrii na inne nie zawsze jest dobrym pomystem.

W przedstawionych w artykule przyktadach otrzymalismy wyltacznie wartosci
funkeji ™ nieprzekraczajace 7. Czy moze si¢ zdarzyé, ze ™ > n?7 Odpowiedzi
prosze sprébowacé poszukaé w geometrii hiperboliczne;j.

Rys. 2

Rys. 3

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 777. Dwa zwierciadla plaskie tworza kat dwuscienny réwny 90°. Punktowe
zrodlo $wiatta S zostalo umieszczone miedzy zwierciadlami tak, ze odlegltosé
od nich jest réwna odpowiednio [ i 21 (rys. 1). W odleglosci 21 od pionowego
zwierciadla jest umieszczony ekran. Znalez¢é natezenie oswietlenia w punkcie
ekranu A odleglym od poziomego zwierciadla o [. Swiatlosé¢ zrédla S wynosi I.
Rozwiazanie na str. 24

F 778. Przed zwierciadlem sferycznym o promieniu r, w ktérego ognisku
znajduje si¢ punktowe zrédlo Swiatta S, w odlegtosci [ od ogniska znajduje sie
mala nieprzezroczysta plytka (rys. 2). Powierzchnia plytki jest prostopadlia do
osi optycznej zwierciadla, a ptytka znajduje si¢ na niewielkiej wysokosci h nad ta
osia. Znalez¢ stosunek oswietlenia lewej i prawej strony plytki.

Rozwiazanie na str. 12

Redaguje Waldemar POMPE

M 1297. Udowodnié, ze w ciagu 2" — 3 wystepuje nieskonczenie wiele liczb
podzielnych przez 5 oraz nieskonczenie wiele liczb podzielnych przez 13, lecz
nie wystepuje w nim liczba podzielna przez 5 - 13.

Rozwiazanie na str. 7

M 1298. Dane sa trzy liczby nieparzyste a, b, c. Wykazaé, ze istnieje taka liczba
nieparzysta d, ze liczba a? 4+ b? + ¢ 4 d? jest kwadratem liczby calkowitej.
Rozwiazanie na str. 3

M 1299. Dany jest trapez ABC'D o podstawach AB i CD (rys. 3). Punkty
P i Q leza odpowiednio na przekatnych AC i BD, przy czym
IPDB = <CBD oraz <QCA=<<DAC.

Wykazaé, ze prosta PQ jest réwnolegla do podstaw trapezu ABCD.
Rozwiazanie na str. 6
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