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Rozwigzanie zadania F 775.
Przez uktad (r, R2) nie przechodzi

strumien zmiennego pola magnetycznego,

zatem nie indukuje si¢ w tym uktadzie
sita elektromotoryczna. Opory Rs i 7

mozna wigc traktowac jako polaczone

réwnolegle, stad

I = S/N T‘R2 1 o
_R1+’I’R2/(T‘+R2)T‘+R2T_
ER>

~ N[(R1 + Ra) + RiRa]’

Dzielenie przez x w grupie Z;a jest
mnozeniem przez odwrotnoéé z =1
elementu x w tej grupie. Odwrotnosé
mozna obliczyé w czasie O(logp®),
korzystajac z rozszerzonego algorytmu
Euklidesa.
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Rozwigzanie zadania F 776.
Z prawa zachowania energii dostajemy
U2 I? 12
2 ) o)
Poréwnujac strumienie magnetyczne
przechodzace przez cewki, mamy

LiI, = Lals. Rozwiazujac uklad réwnan,

otrzymujemy
R Lo C
Iy = Ugy/ — s
Ly Ly + L2
B L4 C
12 = L‘(J e .
Ly Ly + L2

Wspélczynniki dwumianowe modulo m
Tomasz IDZIASZEK

W informatycznym kaciku olimpijskim w poprzednim numerze Delty opisane
zostalo zadanie, ktorego rozwigzanie sprowadzono do obliczenia pewnej liczby
wspotezynnikéw dwumianowych modulo ustalony modut m. Przedstawiono
tam tez prosty algorytm obliczania wartosci (Z) mod m, dzialajacy w czasie
O(k?1ogn), zatem niezbyt praktyczny, gdy zaréwno n, jak i k sa duze.

W niniejszym artykule przedstawimy inny algorytm, ktéry po fazie obliczen

wstepnych zajmujacych czas O(m) pozwoli na obliczanie (Z) mod m w czasie

O(log’i;”m logn + logm).

Na poczatku pokazemy, jak oblicza¢ wspotczynniki dwumianowe modulo potega
liczby pierwszej. W dalszej czesci artykulu p zawsze bedzie oznaczaé liczbe
pierwsza, a p® jej potege o wykltadniku catkowitym dodatnim.

Aby obliczy¢ (") mod p®, skorzystamy ze wzoru

k
n n!
(k) T Bl(n—k)

i sprobujemy sprowadzi¢ zadanie do obliczenia n! mod p®. Musimy jednak
uwazaé, gdyz np. dla k = p® w mianowniku pojawia nam si¢ zero. Aby
poradzi¢ sobie z tym ktopotem, wyciagniemy z silni wszystkie czynniki p. Niech
mianowicie ay,(n) bedzie najwicksza potega liczby p dzielaca n!. Jesdli bedziemy
umieli znalez¢ liczbe
|
Bp(n) = Iﬁ (mod p%),

to rozwiazaniem bedzie
Bp(n)

Y _ ap(n)—ap(k)—ap(n—k)___ Pp")
*) (k) =7 Bo )y (n — F)

Dzielenie w powyzszym wzorze jest wykonywane w grupie Zj..

(mod p©).

Czytelnicy znajacy rozwiazanie zadania ,obliczy¢, iloma zerami konczy sie zapis
dziesietny liczby n!” wiedza, a pozostali latwo sie przekonaja, ze
ay(n) =Y _[n/p'] = |n/p] + an(ln/p)),
i>1
zatem «,(n) mozemy latwo obliczyé w czasie O(logn). Pozostaje juz tylko
znalezé wartosé 5,(n).

Zdefiniujmy silniopodobna funkcje n!, oznaczajaca iloczyn liczb od 1 do n
niepodzielnych przez p. Wprowadzmy tez oznaczenie
.- —1 dlap# 2 lub p* =4,
P 1 dlap=2ip*#4.
Przypomnijmy, ze twierdzenie Wilsona orzeka, ze dla liczby pierwszej p
spelnione jest p!, = —1 (mod p). Uogdlnienie tego twierdzenia na potegi liczb
pierwszych p® wyglada nastepujaco:
p®l, =g, (mod p%).

Dla dowodu zauwazmy, ze po lewej stronie kongruencji mamy iloczyn
wszystkich elementéw grupy Z;.. Kazdy element tej grupy ma zdefiniowany
jednoznacznie element odwrotny. Iloczyn elementéw, ktére nie sa swoimi
wlasnymi odwrotnosciami, wynosi 1. Pozostaje zatem obliczy¢ iloczyn
elementéw spelniajacych rownanie

(%) r? =1 (mod p®).

Roéwnanie to jest réwnowazne kongruencji (z — 1)(z + 1) = 0 (mod p®), co
dla p # 2 jest réwnowazne x = 1 (mod p®) lub = p® — 1 (mod p®). Zatem
p*l, = —1 (mod p®).

W przypadku p = 2 mamy 2!, =1, 4], = 3, a dla o > 3 réwnanie (**) ma cztery
rozwigzania: 1, 2971 — 1, 2271 + 11 2% — 1, ktérych iloczyn modulo p* wynosi 1.

18



& Teraz juz mozemy pokazaé, jak obliczaé (,(n). Mianowicie, jesli wprowadzimy
' : oznaczenie N; = |n/p*] mod p®, to
Rozwigzanie zadania M 1294. a1
Szukamy liczb catkowitych dodatnich a, b ﬁp(n) = Egp(\_n/p D H Ni!p (HlOd pa).
oraz liczby pierwszej p, dla ktérych i>0

(a+b)(a® —ab+b?) = p". ) . . : - ,

. ) . Dowoéd przeprowadzimy przez indukcje wzgledem n. Jesli n = 0, to wzoér

Dla a = b = 1 powyzsze réwnanie ; X °. K X A K
sprowadza si¢ do p? = 2, co spelnione na (,(n) jest speliony. Dla n > 1 zalézmy wigc, ze spelniony jest w przypadku
by¢ nie moze. Przyjmijmy wigc bez [n/p] < niwywnioskujmy z tego prawdziwosé¢ dla n.
straty ogoélnosci, ze a > b oraz a > 2.
Wtedy a +b > 1 oraz a” —ab+0” > 1, Kluczowa sprawg jest wyznaczenie n!, mod p®. Kazda liczbe w tym iloczynie

skad wniosek, ze p|a + b oraz . . i a . . P
pla® —ab 4 b? = (a+b)? — 3ab. A zatem przedstawiamy w postaci k = ip® + j, a nastepnie korzystamy z uogélnionego

p | 3ab. Wobec tego p = 3 lub p | ab. twierdzenia Wilsona:

e . |« 5\ —
W przypad‘l:u, g;iy p = 3, otrzymujemy n!p = H k= H (Zp + J) : H (Ln/p Jp + J) =
réwnanie a” + b° = 81. Bezposrednio 1<k<n 0<i< [n/;DaJ 1< <No
sprawdzamy, ze réwnanie to nie ma ptk 1<j<p® ptj
rozwigzan w liczbach catkowitych ptj

dodatnich a, b.

H H j- H j= (poz!p)tn/po‘J - Nolp =

0<i<[n/p>] 1<j<p® 1<j<No
p1j p1J

ellj"/paj - No!p (mod p®).

Z kolei z podzielnosci p | ab wynika, ze p
jest dzielnikiem jednej z liczb a lub b, co
po wykorzystaniu podzielnosci p|a + b
pozwala wywnioskowaé, ze liczba p jest

dzielnikiem obu liczb a, b. Wobec tego
@ =par, b=pby, gdzie liczby a1, b1 52 W celu obliczenia (3,(n), liczby od 1 do n rozbijamy na dwie grupy: niepodzielne

calkowite i dodatnie. Dane réwnanie . h 1 L. ' d k , . .
praybiera wtedy postac przez p (ich iloczyn to oczywiscie n.p) oraz reszte, do ktorej zastosujemy

(a1 +b1)(a® — arby +b2) = p. zalozenie indukcyjne:

A poniewaz a1 4+ by > 1, wiec a1 +b1 =p n! 1 Ln/pJ' — 6 (L / J) _
oraz af —aiby + b% = 1. Z ostatniej pap(n) =MNp pap(\_"/PJ) =M p\L/P]) =
réwnosci dostajemy: a1 = by = 1. R

. _ _ — 1 — 92 oras — _|n/p® ap(|n/p*~
?tjcd p__‘za,l—Q—bl_270_;1)_201%14 :Slg /P JNO!p'app(L /P J)HNi+1!P:

—res i>0
Bezposrednie sprawdzenie dowodzi, ze para o (In/pe—1 o
(a,b) = (2, 2) spelnia warunki zadania. = ‘f':pp(L /P b H Nl'p (mOd p )
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Dla ustalonego p® wartosci s[z] = z!, mod p* dla 0 < z < p® mozemy
wyznaczy¢ w fazie obliczen wstepnych. Faktycznie, s[0] = 1 oraz dla = > 1
olz] = (s[x — 1] - ) mod p* dla ptux,
T slz—1] dla p|x,
zatem mozemy to zrobi¢ w czasie O(p®). Majac tablice s, obliczamy 5, (n)
w czasie O(logn). Ostatecznie, wzor (*) obliczamy w czasie O(logn + log p®).

Przejdzmy teraz do przypadku ogdlnego. Chcac obliczy¢ (Z) mod m, musimy

Wspéblczynniki T X . X .
w dwudziestu krokach najpierw roztozy¢ modut na iloczyn poteg liczb pierwszych
b1 := a1 + az, _ (e%]
L= a4 aa m= [ v
by :=aq - asz, 1<ie
bz := a3 + aa, . . ., . . ..
BT s Mozemy sobie pozwoli¢ na zastosowanie naiwnego algorytmu O(m), gdyz i tak
by := a3 - ayq, . . . .. )
G e obliczanie tablic s zajmie czas O pi*) = O(m).
bs := by + b3,
be = bs + as = p, Jesli teraz oznaczymy c¢; = (Z) mod p3*, to z chinskiego twierdzenia o resztach
by := bs - as, dostajemy, ze
bg := by + by, n\ _ m m -1
by = by - by, () L) = E Ci p_cw p_ai (mod m),
b1o := bg + by, 1 1<i<e ! !
. m )y . . .
bir := bio + b7 =g, gdzie (T) oznacza odwrotno$é tego elementu w grupie Z;ai. Poniewaz
b1z := bio - as, Pi i

big := b1 - by, Zlogp?t — long;lq’

b1g := by - b3,
bis := b1z + b4,
big :=bi2 +bi5 =,

bi7 :=b1s5 - as,

zatem obliczenie wszystkich odwrotnosci (réwniez tych uzywanych przy
obliczaniu ¢;) zabierze taczny czas O(logm). Ostatecznie obliczenie wartosci ¢;
i wzoru (s#x*) zajmie czas O(£logn + logm + £).

big := by - ba, Poniewaz ¢ = O(lol;fﬁ), zatem ostatecznie dostajemy, ze po wstepnych
big :=bi7 + big = s, obliczeniach zajmujacych czas O(m) mozemy obliczy¢ dowolny wspolezynnik
bao 1= bis - a5 = t. dwumianowy () modulo m w czasie O(blg‘){% logn + logm).
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