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Najpierw troche teorii (od Redakcji)

1. Przeksztalcenia. Podstawowym pojeciem, ktére jest potrzebne,
bedzie izometria: przeksztalcenie, ktore nie zmienia odleglosci
przeksztalcanych punktow. Takie sg np. przesuniecia, obroty czy
symetrie z poslizgiem. Wszystkie dalej omawiane przeksztalcenia
beda izometriami.

Jesli mamy przeksztalcenia plaszczyzny o tej wlasnosci, ze kazdy
punkt, ktéry ruszaja, odrzucaja na odlegtosé réwna co najmniej
pewnej ustalonej statej, to mozna tych przeksztalcen uzy¢ do
stworzenia nowej geometrii.

Najpierw powinnismy dysponowaé¢ kompletnym, zamknietym
zestawem takich przeksztalcen (zwanym przez matematykéw
grupa). W tym celu wraz z kazdymi dwoma przeksztalceniami
musimy mieé przeksztalcenie polegajace na wykonaniu ich kolejno.
Z kazdym przeksztalceniem musimy tez mie¢ przeksztalcenie do
niego odwrotne. I juz.

2. Orbity. Gdy te wszystkie fanaberyjne wymagania (nazwijmy
je W) beda spelnione, mozemy zajaé si¢ orbitami. Orbita punktu
to wszystkie punkty, ktére mozemy z tego punktu otrzymac przez
zastosowanie przeksztatcen z naszego kompletu.

Mozna wyobrazié¢ sobie, ze taka orbita jest jednym punktem.
Najlatwiej jest zobaczy¢ to na nastepujacym przykladzie:
naszym zestawem przeksztalcen niech bedzie zbiér wszystkich
przesunieé¢ o wielokrotno$é danego wektora ¥. Orbitag kazdego
punktu bedzie z obu stron nieskonczony ciag kropek lezacych na
prostej réwnolegtej do U, w ktérym sasiednie kropki sa odlegle

o |9|. Nietrudno sobie wyobrazié, ze gdyby plaszczyzna byta

z przezroczystej folii do pakowania kwiatéw, to datoby sie ja
zwina¢ w rulonik, tak aby wszystkie punkty (kazdej!) orbity byty
widoczne jako jeden punkt (dla kazdej orbity inny).

Okazuje sie, ze tak samo mozna (cho¢ niekoniecznie fizycznie)
poskleja¢ punkty w kazdej sytuacji spelniajacej W. Otrzymuje
sie wtedy nowa geometrie.

Geometria walca
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3. Przestrzen ilorazowa. Aby sie nig zajaé, trzeba jeszcze
powiedzie¢, jak na takiej przestrzeni ilorazowej (bo tak nazywa
si¢ sytuacje, gdy za punkty uwazamy orbity) mierzy si¢ odlegtosé.
Okazuje sie, ze najprostsze rozwigzanie spelnia wszystkie
wymagania matematykéw: odlegtosé dwéch orbit — punktéw
przestrzeni ilorazowej — to dlugo$é najkrétszej krzywej, jaka taczy
ktorekolwiek punkty jednej i drugiej orbity.

I jeszcze o figurach. Proste w przestrzeni ilorazowej to takie
linie, ktérych mate tuki to obrazy po zwinieciu zwyktych
odcinkéw. Okregi to — jak zazwyczaj — zbiory punktéw o danej
odlegtosci od danego punktu. I t.p. Badanie wygladu takich figur
w ,pozwijanych” przestrzeniach to temat tego artykutu.

4. Obszar fundamentalny. Unaoczni¢ sobie nowa geometrie
mozna za pomoca obserwowania jej na fragmencie (uwaga:
nieposklejanym!) plaszczyzny. Jesli bowiem weZzmiemy pod uwage
taki jej obszar, na ktorym jest reprezentowana, ale tylko raz,
kazda orbita, to wszystko, co sie dzieje w przestrzeni ilorazowej
(czyli przestrzeni orbit), bedziemy mogli na tym obszarze
zilustrowaé. Mamy przeciez na nim reprezentowane wszystkie
punkty, ktére sktadaja sie na przestrzen ilorazowa. Taki obszar
nazywamy obszarem fundamentalnym. Jego gléwna zaleta jest to,
ze na nim nic nie sklejamy — sklejamy tylko jego brzegi.

W rozpatrywanym przykladzie obszarem fundamentalnym
moze byé, na przyklad, pasek prostopadly do 7 o szerokosci |d].
Po sklejeniu brzegéw réwniez na sklejeniu kazda orbita
wystepowaé bedzie takze tylko raz. Oczywiscie, otrzymamy cos,
co bedzie wygladalo tak, jak oryginalna przestrzen ilorazowa —
rulonik, czyli nieograniczonej dtugosci walec.

5. Badania. Zauwazmy, ze gdy zainteresuje nas tak mata figura
na plaszczyznie, ze zmiesci si¢ ona w obszarze fundamentalnym, to
jej wlasnosci nie ulegng zmianie. Dlatego méwimy, ze przestrzen
ilorazowa jest lokalnie euklidesowa. A jesli zajmiemy si¢ figurami
wigkszymi? — To wlasnie bedziemy badac.

Do roboty!

Pierwsza modyfikacja kartki, jaka przychodzi nam do glowy, jest zwiniecie jej

w rulonik. Na rysunku 1 szarym kolorem zaznaczony jest obszar fundamentalny
przestrzeni ilorazowej wyznaczonej przez wszystkie przesuniecia bedace catkowitymi
wielokrotno$ciami pewnego wektora. Kropki to punkty jednej z orbit. Sprobujmy
postuzy¢ sie tym rysunkiem dla stwierdzenia, jak wygladaja proste w tej przestrzeni.

Okazuje sie, ze mamy ich trzy rézne typy. Pierwszy, czyli prosta pionowa,
wlasciwie nie rézni si¢ od prostej na plaszczyznie. Drugi to prosta zamknieta,
ktora wyglada jak gumka recepturka naciagnieta na walec. Taka prosta ma
skonczong dtugosé. Trzeci typ to nieskoniczona sprezyna.

Jak wiemy, przez dwa punkty na plaszczyznie przechodzi doktadnie jedna prosta.
Na walcu nie jest to prawda. Wybierzmy na plaszczyznie punkty A i B. Dla kazdego
punktu z orbity punktu B poprowadZmy prosta przez niego i przez A (rys. 2).

Co widzimy na walcu? Nieskonczenie wiele prostych przechodzacych przez orbity
punktéw A i B. To ,sprezyny” o réznych katach nachylenia do osi walca (rys. 3).

Nasuwa sie pytanie, czy taka geometria jest cho¢ troche ,porzadna” —
sprawdzmy na przyklad, czy spelniony jest piaty postulat Euklidesa: do danej
prostej, przez dany punkt leZgcy poza nig, mozna poprowadzi¢ co najwyzej jedng
prostq roztgezng. Okazuje sie, ze tak: do kazdej prostej mozna dobraé¢ doktadnie
jedna prosta tego samego typu rownolegla do niej i przechodzaca przez ustalony
punkt (rys. 4). Proste réznych typéw nie moga by¢ réwnolegte.

Zajmijmy sie z kolei okregami — interesujace sa te, ktore nie mieszcza sie
w obszarze fundamentalnym. Juz okrag o Srednicy réwnej szerokosci obszaru



Figura jest niewypuktla, jezeli ma takie
dwa punkty, ze odcinek je taczacy
nie jest zawarty w tej figurze.

\ 7’
\ /
\ 1
1 I
1 1
1 \
7 \
/7 \
(a)
Rys. 5
Rys. 6
Okazuje sig, ze wstegi zrobionej
z prawdziwej plaszczyzny, a nie
ograniczonego paska papieru, nie da si¢
przedstawié¢ bez samoprzecieé

w przestrzeni tréjwymiarowej —
potrzebne sa cztery wymiary.

Rys. 9

fundamentalnego zaczyna wykazywacé nieco dziwne wlasnosci. Jest on bowiem
styczny sam do siebie (rys. 5(a)). A jesli jeszcze troche zwigkszymy promien, to
uzyskamy okrag niespdjny. Patrzac na orbity punktéw okregu na plaszczyznie,
ktére nie zmiescily sie w obszarze fundamentalnym, mozna sobie wyobrazié,

ze wystajace skrzydetka zawing si¢ do $rodka. Wobec tego nie zostana
uwzglednione, poniewaz ich odleglosé od srodka okregu jest mniejsza niz dlugosé
promienia (rys. 5(b)). Okrag podzieli si¢ na cze$é gérna i dolna.

Pewnie nie zdziwi nas juz, ze dwa okregi na walcu moga mieé¢ od zera do
czterech punktéw wspoélnych. Jedng z ciekawych mozliwoéci pokazuje rysunek 6.

Dziwne wlasnosci okregéw to jeszcze nic w poréwnaniu z tym, jak zachowuja

sig na walcu kota. PrzyzwyczailiSmy sie do mysli, ze kolo jest figura wypukla.

A tymczasem na walcu koto moze byé niewypukte! Rysunek 7 pokazuje, ze kazde
dwa punkty mozna potaczy¢ odcinkiem przechodzacym ,z tytu” walca. Dla kot
o duzych promieniach niektére z tych odcinkéw sg zawarte w kole, ale zawsze
znajda sie takie, ktére wychodza poza koto.

Dochodzimy do najwazniejszego punktu programu dla walca. Pokazemy, ze

nie jest spelniona pierwsza cecha przystawania trojkatow: trdjkety o bokach
a,b,c i a',b,c sq przystajgce, jezeli ich boki sq parami przystajgce. Konstrukcje
kontrprzyktadu zaczynamy od narysowania dwoch okregdéw o czterech punktach
wspolnych. Pierwszy tréjkat powstaje przez polaczenie ich srodkéw i jednego

z punktéw przeciecia. Podstawg drugiego tez jest odcinek taczacy srodki,

ale jako trzeci wierzcholek wybieramy drugi punkt przeciecia okregdéw — ten,
ktoéry lezy na poziomej prostej z trzecim wierzchotkiem pierwszego tréjkata.
Efekt wida¢ na rysunku 8. Boki tréjkatéw sa przystajace: jeden jest wspolny,

a pozostate dwa to promienie obu narysowanych okregéow. Natomiast tréjkaty
nie sa przystajace, chociazby dlatego, ze boki jednego rozcinaja walec na

czed¢ ograniczona i nieograniczona, a drugiego na dwie nieograniczone. Zatem
nie moze istnie¢ izometria walca przeksztalcajaca jeden tréjkat na drugi.

Geometria wstegi Mobiusa

Inna, a moze nawet lepsza, zabawa z kartka papieru jest zrobienie z niej wstegi
Mobiusa. Przeksztalcenia, ktére wykorzystujemy tym razem, to symetrie

z poslizgiem: ustalamy prosta na plaszczyznie oraz réwnolegly do niej wektor

i kazdy punkt ptaszczyzny przesuwamy o wektor, a potem odbijamy wzgledem
prostej (a moze na odwrét?). Obszar fundamentalny jest taki sam, jak dla walca,
ale orbity punktéw nie lezg juz na prostej, tylko zawieraja punkty nad i pod
wybrana osig symetrii (rys. 9). Oczywiscie, z wyjatkiem orbit punktéw lezacych
na samej osi symetrii.

Okazuje sie, ze na wstedze Mdbiusa mozna wyrdznié jeszcze wiecej typow
prostych niz na walcu. Oprécz pionowych i spiralnych mamy proste zamkniete
dtuzsze i krétsze. Prosta pochodzaca od osi symetrii jest dwa razy krétsza od
wszystkich innych prostych zamknietych. Mozna to sprawdzi¢ doswiadczalnie,
rozcinajac jedna wstege przez srodek, a druga przy brzegu. Wszystkie rodzaje
prostych pokazuje rysunek 10. Wida¢ na nim, na przyktad, ze proste spiralne
maja samoprzeciecia. W szczegdlnosci wynika stad, ze piaty postulat Euklidesa
nie jest spelniony. Warto jeszcze zauwazy¢, ze tak jak na walcu, przez dwa
punkty moze przechodzié¢ nieskonczenie wiele prostych spiralnych.

O ile na walcu poszczegodlne okregi zachowywaly sie dosé stabilnie, teraz juz nie jest
tak dobrze: proponujemy, na przyktad, poszukaé¢ dwoch okregéw o tym samym
promieniu, ale roznej dlugosci. Natomiast konstrukcja trojkatow niespelniajacych
pierwszej cechy przystawania przebiega podobnie jak poprzednio. Tym razem
jednak obydwa trojkaty rozcinaja przestrzen na czes¢ ograniczona i nieograniczona,
wiec trzeba zauwazy¢ cos innego, zeby je rozrézni¢. Okazuje sie, ze wystarczy zbadac,
w ktoérym z otrzymanych obszaréw mozna zmiesci¢ prosta.

Przesuniecia w dwdéch kierunkach

Do tej pory zajmowalidmy sie sklejaniem kartki tylko w jednym kierunku. Tym razem
do skonstruowania przestrzeni ilorazowej uzyjemy przesunieé¢ o wektor poziomy
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Jesli zanurzymy ten torus w przestrzen
tréjwymiarows i bedziemy obliczaé
odlegltosci punktow tak, jak w tej
przestrzeni, to otrzymana geometria
bedzie inna niz ta, ktérg rozpatrujemy

(czyli eksperymenty na oponie

nie wchodza w gre). Natomiast nasza

geometri¢ mozemy zrealizowad,
zanurzajac torus w przestrzen
czterowymiarowa.
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i przesunie¢ o wektor pionowy. Obszarem fundamentalnym jest prostokat —
utozsamiamy w nim réwnolegle brzegi. Otrzymana przestrzen wyglada troche
jak walec, ale obciety z dwdch stron i sklejony — to jest torus.

Opis prostych zacznijmy od zamknietych. Oczywiscie, jest prosta pionowa

i pozioma, ale mozna tez zrobi¢ ukosna, réwniez zamknieta. Co wiecej, mozemy
skonstruowaé dowolnie dluga prosta zamknieta. W obszarze fundamentalnym
narysujemy ja, dzielac, na przyklad, poziome brzegi na odpowiednio duzo
rownych czesci, jak na rysunku 12. Ale mamy tez proste nieskonczone.
Zaznaczmy na dolnym boku prostokata, mierzac od lewego konica, odcinek

o dlugosci niewspdlmiernej z dlugoscia tego boku (na przyklad niewymiernej,
jesli bok ma dlugosé bedaca liczbg wymierna). Wraz z lewym bokiem prostokata
ten odcinek utworzy mniejszy prostokat — przedtuzenie jego przekatnej to
interesujaca nas prosta. Latwo sprawdzié, ze nigdy si¢ nie zamknie i utworzy
zbiér gesty w torusie (czyli jej punkty beda dowolnie blisko kazdego punktu).
Mimo to zostaje jeszcze na tyle duzo miejsca, zeby mozna bylo dotozyé¢ druga
prosta, réwnolegla do tej, tak aby piaty aksjomat Euklidesa byt spelniony!

Ciekawym okregiem, ktéry mozna zaobserwowaé na torusie, jest okrag bedacy
zbiorem pustym. Wystarczy przyja¢ odpowiednio duzy promien, a wszystkie
punkty przestrzeni beda lezaly zbyt blisko srodka, by naleze¢ do okregu. Wobec
tego widaé tez, ze caly torus jest bardzo dobrym kotem.

ZauwazyliSmy juz, ze torus mozemy otrzymac z rozwazanego wczesniej walca
przez dodanie przesunie¢ o pionowe wektory. Mozemy sobie wyobrazi¢ to
przejécie jako wykonanie dwbch poziomych cigé na walcu i sklejenie brzegu
ograniczonej czesci. To oznacza, ze konstrukcje, ktére wykonalidmy na walcu,
wiec tez wszystkie opisane fenomeny geometrii, przenosza sie na torus:
wystarczy wykona¢ konstrukcje na walcu, obcia¢ walec tak, zeby nie naruszy¢
konstrukcji i sklei¢ brzegi. Czytelnik Wnikliwy z pewnoécia zechce zbadac,
czy na torusie mozna znalezé jeszcze cos ciekawego, w szczegdlnosci zasd
odpowie na pytanie, ile punktéw przecigcia moga mieé¢ narysowane na nim
dwa okregi.

Skrzyzowanie torusa ze wstegg Mobiusa

A gdyby$my wykonywali przesuniecia o wektor w kierunku pionowym i symetrie
z poSlizgiem w kierunku poziomym? Tak otrzymana przestrzen ilorazowa to
butelka Kleina. Obszarem fundamentalnym znow jest prostokat, ale tym razem
musimy pamietac, ze w poziomej parze jeden bok przed sklejeniem obracamy.
Orbite pewnego punktu wida¢ na rysunku 13.

Okazuje sie, ze to tez juz wladciwie przerabialiSmy. Butelke Kleina mozemy sobie
wyobrazaé jako walec (tym razem z brzegiem), w ktérym sklejamy czesci brzegu,
ale w innym kierunku, niz zeby dostaé¢ torus. A mozemy tez wyobrazi¢ sobie,

ze we wstedze Mobiusa (tez z brzegiem) dzielimy brzeg na pél i odpowiednio
sklejamy. Wszystko zalezy od tego, w jakiej kolejnosci bedziemy si¢ przygladac
przeksztalceniom: symetriom z poslizgiem i przesunieciom. A przyjrzenie si¢ im
to tadne ¢éwiczenie na wyobraznie wielowymiarowa. W kazdym razie to, co umiemy
skonstruowaé¢ na walcu i na wstedze, przenosi si¢ na butelke.

Cos jeszcze?

Do tej pory nie uzywaliSmy obrotéw, czyli nie prébowalismy zwina¢ kartki

w stozek. Czytelnik sprawdzi jednak, ze obcinajac wierzcholek tak otrzymanego
stozka, dostajemy geometrie walca, wiec wszystkie konstrukcje, ktére umiemy
wykonaé¢ dla walca, przenosza sie na ten przypadek.

Tropienie dalszych fenomenéw geometrii przestrzeni ilorazowych pozostawiamy
wytrwaltym poszukiwaczom przygdd.

Felix Klein udowodnit, ze kazda (dwuwymiarowa) przestrzen dwa rodzaje. Wreszcie istnieje jeszcze tylko jedna inna mozliwo$é:
lokalnie euklidesowa powstaje jako taka wlasnie przestrzen to geometrie lokalnie takie, jak ta, ktéra nazywamy imionami
ilorazowa i jest tych przestrzeni pie¢ rodzajéw. Podobnie, jako Janosa Bolyaia i Nikotaja Lobaczewskiego — jak sie tatwo domyslié,
takie przestrzenie ilorazowe otrzymujemy wszystkie przestrzenie jest ich nieskonczenie wiele rodzajéw. Je rowniez uzyskujemy

lokalnie takie jak sfera, czyli powierzchnia kuli — sg ich

z plaszczyzny Bolyaia—t.obaczewskiego jako przestrzenie ilorazowe.
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