Mota delld

Jak opisa¢ tadny jezyk?

Przyjmijmy, ze stowem bedzie dla nas dowolny ciag liter. Nie tylko taki, ktory
da sie¢ wyméwié albo ktorego znaczenie jest objasnione w stowniku. Zupetnie
dowolny ciag, ztozony z jednej litery, kilku lub nawet dlugosci calej encyklopedii.
Mozemy wziaé takze bardzo wyjatkowy ciag o dlugosci zero, nazywany stowem
pustym. Niektérzy zajmuja sie tez nieskonczonymi stowami, ale to inna historia.
Dla nas kazde stowo ma dlugoéé bedaca liczba catkowita nieujemna.

A wlasciwie jakie litery dopuszczamy? Czy pozwalamy tylko na alfabet angielski,
czy akceptujemy wszelkie ogonki, kropki, kreslenia i akcenty? Ot6z mozemy
ustali¢, co nam si¢ podoba, ale trzeba to zrobi¢ na poczatku zabawy. Czyli
zaczynamy od wybrania alfabetu — zestawu znakéw, z ktérych bedziemy skltadac
stowa. Moze to by¢ alfabet angielski, moze by¢ polski, moze by¢ zbior egipskich
hierogliféw albo nawet zestaw *, O, [J, o. Na przyktad komputery, wezytujac
program, pracuja zwykle na stowach nad alfabetem zlozonym z matych i duzych
liter, cyfr i kilku znakéw specjalnych (np. kropka, podkreslenie). A zapisujac
dane, uzywaja dwuliterowego alfabetu: 0 1 1. Wszystkie znaki w alfabecie,
jakkolwiek by one nie wygladaly, bedziemy nazywacé literami.

Jesli mamy wybrany alfabet, to umiemy budowaé stowa, wiec mozemy tez
tworzy¢ jezyki. Jezykiem bedzie dla nas po prostu zbiér stow zbudowanych

z liter wybranego alfabetu. Moze by¢ skonczony, tak jak zbiér wszystkich
slow jezyka polskiego albo jezyk nad alfabetem {a,b, c} zlozony z czterech
stéw a, ab, abe i abbeee, albo tez jezyk zlozony tylko ze stowa pustego. Ale
moze by¢ nieskonczony. Dla dowolnego alfabetu mozemy mianowicie wziaé
zbior wszystkich stow, ktore da sie posktadac z jego liter. Poza jednym
wyjatkiem — kiedy alfabet ma zero liter i jedyne stowo nad nim to stowo puste
— tak utworzony jezyk jest nieskonczony.

Przyjrzyjmy sie najprostszemu przypadkowi, ktéry ma szanse by¢ ciekawy:
alfabetowi zlozonemu z jednej litery a. Mozemy napisa¢ stowo jednoliterowe a,
dwuliterowe aa, trzyliterowe aaa, ... Wszystkie stowa, czyli pelny jezyk nad tym
alfabetem, to ciagi powtérzen litery a. Stowo puste, oznaczane tradycyjnie ¢,
mozemy rozumieé jako ,zero powtorzen litery a”. Ale sg tez inne jezyki nieskonczone
nad tym alfabetem, mniejsze od pelnego, czyli bedace jego podzbiorami.
Na przyklad jezyk stéw o parzystej dlugosci {e, aa, aaaa, aaaaaa, ...}, jezyk stow
o nieparzystej dlugosci {a, aaa, aaaaa, aaaaaaa, . ..}, jezyk stéw o dlugosciach
bedacych liczbami pierwszymi, jezyk stow o dlugosciach podzielnych przez 157,
jezyk stéw o dtugosciach bedacych sze$cianami liczb nieparzystych... Mamy
mnéstwo mozliwosci. A jesli wezmiemy wigkszy alfabet, chociazby dwuliterowy
aib, to pojawia sie takie przyklady, jak jezyk stéw majacych na poczatku n liter a,
a dalej tyle samo liter b:
{e, ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb, . . .},

jezyk stéw zawierajacych dokladnie jedng litere b:

{b, ab, ba, aad, aba, baa, aaab, aaba, abaa, baaa, aaaab, aaaba, . . .},
czy jezyk stow zawierajacych przynajmniej dwa razy wiecej liter b niz a:
{e, b, bb, bba, bab, abb, bbb, bbba, bbab, babb, abbb, bbbb, bbbba, babbb, bbbbaa, bbabab, . . .}.
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Podalismy tylko po kilka krétkich stéw, ale na pewno,
Czytelniku, umiesz te listy przedtuzyé, a pewnie

tez znalez¢ algorytm wypisywania stow z kazdego

z podanych jezykéw, tak zeby zadnego nie pominac.

Trudno sie spodziewaé, aby wszystkie jezyki byly tak
samo interesujace. Pewnie, na przyklad, czedciej umiemy
wykazaé jakie$ ciekawe wlasnosci jezyka okreslonego, jak
wyzej, jakas regula niz losowego zbioru stéw. Dobrym
sposobem opisywania porzadnych jezykéw sa wzory
skladajace si¢ z liter wybranego alfabetu, trzech symboli
+, - 1 %, o ktérych za chwile opowiemy, i, jak zwykle,
nawiasow dla zaznaczenia kolejnosci dziatan. Takie
wzory na konstrukcje jezyka nazywaja sie wyrazeniami
reqularnymi, a jezyki, ktére za ich pomoca mozna
opisaé, to jezyki reqularne. Sa to najporzadniejsze

z interesujacych jezykow — zwykle, zeby jezyk wyrazal
co$ ciekawego, musi mie¢ bardziej skomplikowana
strukture. Nie zawsze: budowa lekseréw (czesci
kompilatoréw) jest oparta na jezykach regularnych, ale
juz parsery, wykonujace kolejny po analizie leksykalnej
krok kompilacji, uzywaja jezykdéw opisanych bardziej
zlozonymi ,réwnaniami” niz wyrazenia regularne.

Zajmijmy sie naszymi regulami. Mozna sie domy$li¢,
ze + oznacza sumowanie dwoch jezykéow, czyli
wrzucenie do jednego jezyka wszystkich stéw z obu
danych zbioréw. Dalej, - to tez operacja na dwbch
jezykach — nowy jezyk to sklejenia wszystkich stéw
z pierwszego jezyka ze wszystkimi z drugiego. Kropke
w zapisie najczesciej sie pomija, tak jak znak mnozenia
w arytmetyce. Na przyktad,
{a,ab,ba} + {b,aa} = {a, ab, ba, b, aa},
{a,ab,ba} - {b,aa} = {ab, aaa, abb, abaa, bab, baaa}.

Natomiast * to operacja na jednym jezyku. Nowy jezyk
sktada sie ze wszystkich sklejenn dowolnej dtugosci stéw
z podanego jezyka. Czyli, na przyklad, zbiér wszystkich

slow zlozonych z litery a zapisuje sie jako {a}*, a zbi6r
wszystkich stéw z liter a, b i ¢ to {a,b, c}*.

Teraz jeszcze trzeba sie przyzwyczaié do tego, ze
symboli +, - i * bedziemy uzywaé nie tylko do jezykéw,
ale tez do wyrazen opisujacych jezyki. Czyli przez

({a} + {b} + {c})* rozumiemy zastosowanie operacji *
do jezyka {a} + {b} + {¢} = {a,b, c}. Nawiasy klamrowe
wokot pojedynczych stéw bedziemy dla wygody
opuszczaé, wiec ostatecznie wyrazenie opisujace pelny
jezyk nad alfabetem a to po prostu a*, a wyrazenie dla
pelnego jezyka nad alfabetem a, b, ¢ to (a + b+ ¢)*.

A wyrazenia dla innych jezykow? Zacznijmy od alfabetu
jednoliterowego i stow o parzystej dtugosci. Kazde

takie stowo mozna podzieli¢ na pary aa, czyli jest

ono sklejeniem pewnej liczby stow aa. Wobec tego
odpowiednim wyrazeniem regularnym jest (aa)*.
Poniewaz * obejmuje tez mozliwosé sklejenia zera

stéw z danego jezyka, to nie musimy sie osobno

martwié¢ o stowo puste.

Teraz stowa o dlugosci nieparzystej. Jesli obetniemy
pierwsza litere a z takiego stowa, to zostanie stowo

o parzystej dlugosci, czyli ten jezyk powstaje przez
sklejanie litery a ze stowami z jezyka z poprzedniego
przyktadu. Wystarczy wiec dokleié¢ litere a do opisanego
wyzej wyrazenia: a - (aa)*. A gdyby$my napisali

(aa)* - a? Jak widaé, jeden jezyk moze byé¢ opisywany
przez wiele wyrazen regularnych.

Z pewnoécia juz wiesz, Czytelniku, ze jezyk stéw

o dlugosci podzielnej przez 157 jest opisywany przez
wyrazenie (a'57)*, gdzie a'®” zastepuje, oczywiscie,
odpowiednio dtugi ciag, i potrafisz podaé¢ wyrazenie dla
jezyka stéw o dtugosciach dajacych reszte 19 z dzielenia
przez 91. Co z wyrazeniem dla stéw o dlugoéciach
bedacych liczbami pierwszymi? Lepiej bedzie poszukaé
dowodu, ze takie wyrazenie nie istnieje. ..

Jezyk nad alfabetem a, b zlozony ze stéw z dokladnie jedna litera b
konstruujemy tak: najpierw piszemy pewna liczbe liter a (moze zero), p67niej
wstawiamy b i koficzymy ciagiem a (znéw moze pustym). Czyli poczatek
i koniec zapisujemy jako a*, a cale wyrazenie to a*ba*. Mozemy tez opisaé zbiér
sléw (nad dwuliterowym alfabetem), w ktérych zadna litera nie wystepuje
trzy razy pod rzad. Ten warunek oznacza, ze litery a i b wystepuja blokami
co najwyzej dwuelementowymi. Wezmy stowo zaczynajace si¢ i koniczace litera a.
Wtedy poczatek to a lub aa. Jesli stowo sie na tym nie koniczy, to dalej mamy
b lub bb, potem znéw a lub aa i ta sytuacja moze sie powtarza¢. Wobec tego
stowa z naszego jezyka zaczynajace sie i koficzace a sa opisywane wyrazeniem
(a+ aa)[(b+ bb)(a + aa)]*. Pozostale trzy przypadki: stowa zaczynajace sie b
i konczace a, zaczynajace i konczace b oraz zaczynajace a i konczace b mozemy
opisa¢ podobnie i doda¢ wyrazenia definiujace cztery czesci jezyka:

(a + aa)[(b+ bb)(a + aa)]* + [(b+ bb)(a + aa)]* +

+ (b4 bb)[(a + aa)(b+ bb)]* + [(a + aa)(b+ bb)]*.

Jak opisa¢ jezyk zawierajacy trzy kolejne wystapienia pewnej litery? A jezyk
stéw o nieparzystej dltugoéci? Albo jezyk stéw, w ktorych litera a pojawia sie
nieparzysta liczbe razy? Mozna rozwazaé alfabet dwuliterowy, a mozna wiekszy.
Podpowiemy jeszcze, ze wyrazen dla pozostalych przyktadéw z poprzedniej
strony nie ma sensu szukaé¢ nawet w dlugie zimowe wieczory. Ale warto pomysleé
nad dowodem, ze ich nie ma.
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