Rys. 1. Prosta k — styczna do elipsy

w punkcie P, punkt G’ — obraz G w symetrii
wzgledem k. Wtedy punkty F, P, G’ leza
na jednej prostej i FG' = 2a.
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Rys. 3. Jesdli kolorowe katy sg réwne,

to punkty F, G nazywa si¢ izogonalnie
sprzezonymi wzgledem prostych k, [
(moga leze¢ w réznych odlegloéciach od
wierzchotka).

Izogonalnie sprzezone  Joanna JASZUNSKA

Elipsa o ogniskach w punktach F, G i o stalej 2a > FG to zbior takich punktow P
plaszczyzny, ze PF + PG = 2a. W poprzednim deltoidzie udowodnilismy kilka
wlasnosci elips (m.in. rys. 1). W tym numerze wykorzystamy elipsy do rozwiazania
zadan olimpijskich. Zacznijmy od jeszcze kilku wtasnosci.

Fakt. Z punktu T poprowadzono proste k,l, styczne do elipsy o ogniskach F,G
odpowiednio w punktach K, L. Wowczas <FTK = SGTL i XTFK = <TFL.

Dowdd. Niech F’, G’ bedg obrazami ognisk F,G w symetriach odpowiednio
wzgledem prostych k,l (rys. 2). Wtedy TF' = TF, TG' = TG oraz, z rysunku 1,
FG = F'G = 2a. Wobec tego AF'TG = AFTG', zatem <F'TG = <FTG'.
Stad réownosé katéw < FTF' = <GTG’, czyli tez ich poléwek: S FTK = <GTL.

Kolejno z symetrii, ze wspolliniowosci punktéow F’, K, G, z przystawania

AF'TG i AFTG' oraz ze wspélliniowosci punktéow F, L, G', mamy

ITFK =XTF' K =<«4<TF'G=<«<TFG =<«<TFL. O

Cwiczenia. Udowodnij, ze:

(a) dla dowolnych punktéw F, G, izogonalnie sprzezonych wzgledem danych
prostych k, [ (rys. 3), istnieje elipsa o ogniskach F, G styczna do tych prostych,

(b) jesli punkty F, G wewnatrz tréjkata sa izogonalnie sprzezone wzgledem
kazdej z dwoch par prostych zawierajacych boki, to sa tez sprzezone
wzgledem trzeciej pary,

(c) takie F,G sa wtedy ogniskami pewnej elipsy wpisanej w ten tréjkat,

(d) w dowolny trdjkat ostrokatny mozna wpisaé elipse o ogniskach O, H, gdzie
O to srodek okregu opisanego, a H to ortocentrum tréjkata.

1. (LI OM) Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC = BC. Punkt F lezy wewnatrz
trojkata ABC, przy czym X FAB = < FBC. Punkt M jest $rodkiem boku AB.
Udowodnij, ze X AFM + < BFC = 180°.

2. (XLVIII OM) Punkty F, G leza wewnatrz trojkata ostrokatnego ABC, przy czym
JACF = <BCG i xCAF = < BAG. Punkty K, L, M sa rzutami prostokatnymi
punktu F' odpowiednio na boki BC, C A, AB. Wykaz, ze kat K LM jest prosty wtedy
i tylko wtedy, gdy punkt G jest punktem przeciecia wysokoéci tréjkata BK M.

Wskazowka. W poprzednim deltoidzie udowodnilismy, ze zbior rzutéw prostokatnych
ogniska elipsy na proste styczne do tej elipsy to okrgg opisany na elipsie.

3. (LIV OM) Sfera wpisana w czworo$cian ABCD jest styczna do $ciany ABC
w punkcie H. Druga sfera jest styczna do Sciany ABC' w punkcie O oraz

jest styczna do plaszczyzn zawierajacych pozostale Sciany tego czworoscianu

w punktach, ktére do czworoécianu nie naleza. Wykaz, ze jezeli O jest $rodkiem
okregu opisanego na trojkacie ABC, to H jest punktem przeciecia wysokosci
tego trojkata.

Wskazéwka. Elipsa to przekréj stozka odpowiednio nachylona plaszczyzna (rys. 4).
Ogniskami sg punkty stycznosci tej plaszczyzny do sfer ,wpisanych” w stozek.

Rozwigzania

R1. Niech G bedzie obrazem F' w symetrii wzgledem prostej CM (rys. 5).
Wtedy < FAB = <FBC = <GAC oraz <F'BC = <FAB = <GBA.

7 éwiczenia (c) istnieje wiec elipsa o ogniskach F, G, wpisana w tréjkat
ABC'. Jest ona styczna do boku AB w punkcie M i do bokéw BC, AC
odpowiednio w K, L. Z Faktu, x AFM = SAFL, xBFK = <BFM,
JCFK = <CFL. Suma tych szeéciu katéw daje kat pelny 360°, zatem
JAFM + <BFK + <CFK = 180°, co konczy dowod. O

R2. Z ¢éwiczenia (¢) punkty F, G sa ogniskami pewnej elipsy wpisanej w tréjkat
ABC (rys. 6). Na mocy wskazéwki punkty K, L, M leza na okregu o srodku

w $rodku S odcinka FG. Kat K LM jest prosty < KM jest srednica tego okregu
< S jest $rodkiem KM < KFMG jest réwnoleglobokiem < KG | FM L AB
oraz MG | FK 1 BC < G jest punktem przeciecia wysokosci tréjkata BKM. O
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