O wiezach, permanencie i parzystosci

Na szachownicy o wymiarach n x n zakryto czes¢ pol

i zapytano nas, na ile sposobéw mozna ustawi¢ na niej
n wiez tak, by zadna z wiez nie stata na zakrytym polu
i nie grozila innej (tzn. w kazdym wierszu i w kazdej
kolumnie musi sta¢ dokladnie jedna wieza).

Jesli przedstawimy szachownice jako zero-jedynkowa
macierz A = (a; ;) wymiaru n x n, w ktérej a; j =0
wtedy i tylko wtedy, gdy pole lezace na przecigciu
i-tego wiersza i j-tej kolumny jest zakryte, to nietrudno
bedzie sie przekonaé, ze odpowiedzia jest wartosé
wyrazenia

Z a1,7(1)A2,7(2) - - - An,7(n)s

w ktorym sumowanie rozciaga sie na wszystkie
permutacje 7 zbioru {1,...,n}. To wyrazenie
fachowo nazywa si¢ permanentem macierzy A

i jego wyznaczenie jest problemem na tyle
trudnym obliczeniowo, ze nie znamy zadnego
algorytmu, ktéry robitby to szybciej niz w czasie
wykladniczym.

Dostalismy jednak szanse na rehabilitacje, gdyz
postawiono drugie pytanie: czy liczba poprawnych
ustawien wiez jest parzysta? Okazuje sie, ze w istocie
takie pytanie jest prostsze.

Definicja permanentu moze wydacé si¢ znajoma tym,
ktérzy znaja permutacyjna definicje wyznacznika
macierzy. W istocie, wyglada ona bardzo podobnie:

det(A) := Z SEN(T) a1 (1) 02,7 (2) - - - O, (n)s

gdzie funkcja sgn(7) jest tzw. znakiem permutacji;
dla nas bedzie istotne, ze przyjmuje ona wartoéci 1.
Kluczowa obserwacja jest, ze —1 =1 (mod 2), zatem
wyznacznik i permanent tej samej catkowitoliczbowej
macierzy sa zawsze tej samej parzystosci!

To pozwala nam sprowadzi¢ problem do obliczenia
wartosci wyznacznika modulo 2, co mozemy zrobi¢
chociazby w czasie O(n?), korzystajac z metody
eliminacji Gaussa.
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Redaguje Waldemar POMPE

M 1291. W pola szachownicy m x n, gdzie m i n sa wieksze od 1, wpisano

liczby 1,2,...,mn. Pola, w ktérych znajduja sie¢ liczby i oraz ¢ + 1, maja
wspolny bok dla kazdego i. Wykazac, ze istnieje liczba k oraz dwa pola majace
wspoélny bok, w ktérych znajduja sie liczby k oraz k + 3.

Rozwiazanie na str. 2

M 1292. Wykazad, ze istnieje zbiér ztozony ze 100 réznych liczb catkowitych
dodatnich o tej wlasnosci, ze suma dowolnych elementéw tego zbioru nie jest
potega liczby naturalnej o wykladniku wiekszym lub réwnym 2.

Rozwiazanie na str. 3

M 1293. Dany jest staw w ksztalcie kola oraz trzy ustalone proste k, [, m.

Z punktu A znajdujacego sie na brzegu stawu wyplywa ryba i ptynie w kierunku
réwnoleglym do prostej k. Po dotarciu do brzegu ryba zakreca i ptynie dalej

w kierunku wyznaczonym przez prosta [. Po ponownym dotarciu do brzegu
stawu ryba kontynuuje swoja podréz w analogiczny sposob, obierajac kolejno
kierunki m, k, [ oraz m. Wykazaé, ze po zakonczeniu tej wedréwki ryba znajduje
sie w wyjsciowym punkcie A.

Rozwiazanie na str. 14

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 773. Okragly, plaski lep na muchy zbliza sie z predkoscia v, skierowang
wzdtuz prostopadtej do plaszczyzny lepu, do roju much poruszajacego sie

z predkoscia u, prostopadla do v. Muchy lecg w obszarze ograniczonym dwiema
plaszczyznami prostopadlymi do kierunku ruchu lepu, plaszczyzny te sa

odlegle o d. W jednostce objetosci znajduje sie¢ n much, promien lepu wynosi R.

Ile much zlapie lep?

Rozwiazanie na str. 24

F 774. Bombka choinkowa tlucze sie przy zderzeniu z podloga po upadku

z wysokosci rownej co najmniej h. Z jaka minimalna predkoscia musi sie
porusza¢ taka bombka, zeby po zderzeniu z taka sama, spoczywajaca, obie si¢
rozbily? Zakladamy, ze druga bombka jest zawieszona w powietrzu, predkosé zas
pierwszej bombki skierowana jest wzdluz prostej taczacej srodki bombek.

Rozwiazanie na str. 8
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