Starocie tylko geometryczne

Chodzi mi o to, aby jezyk gietk: powiedziat wszystko, co pomysli glowa
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Na stronie Stowarzyszenia na rzecz Edukacji Matematycznej w Delcie 7/2010
oméwione byty najtrudniejsze dwa zadania finalu XLI Olimpiady Matematycznej.
Spéjrzmy teraz na bodaj najtatwiejsze zadanie tego bardzo trudnego finatu —
rozwiagzato je 39 finalistéw, z tego 29 bezbtednie.

Zadanie 4. Wewngqtrz boku BC' trojkqata ABC' lezq roine punkty D i E, przy czym
BD < BE. Niech p1 i p2 oznaczajg obwody tréjkatow ABC i ADE. Udowodnicé, Ze
p1 > p2 +2-min(BD, EC).

Rozwigzanie. Dla ustalenia uwagi zal6zmy, ze BD < EC. Niech F bedzie takim
punktem odcinka EC, ze BD = FC. Oczywiscie, min(BD, EC) = BD = min(BD, FC).
Obwdd tréjkata ADF nie jest mniejszy od obwodu tréjkata ADE (réwny tylko, gdy

F =E, tzn. BD = EC), bo AF + FE > AE. Wystarczy wiec dowiesé, ze

AB+ BC+CA>AD+DF +FA+2BD = AD + BC + FA,

czyli AB+ CA > AD + FA. Niech A; bedzie punktem symetrycznym do A wzgledem
$rodka odcinka BC'. Figury ABA;C i ADA;F sa réwnolegtobokami, przy czym
pierwszy zawiera drugi, wiec obwod pierwszego, czyli 2AB + 2AC, jest wiekszy od
obwodu drugiego, tj. od 2AD + 2AF.

To wyrdznione zdanie bardzo speszyto wielu zawodnikéw: bo niby z czego to wynika?
Przyjrzyjmy si¢ czemu$ ogélniejszemu — jesli wielokqt wypukly w zawarty jest wewngtrz
wielokgta v (juz niekoniecznie wypuktego), to obwdd w jest mniejszy od obwodu v.
Prawda, ale jak to uzasadni¢? Wtasciwie od razu widaé, ze argumenty decydujace

sa dwa: lamana lgczgca konce odcinka jest od niego dluzsza i wielokqt wypukly jest
przecieciem pélplaszczyzn o brzegach zawierajgcych jego boki.

Postugujac si¢ tymi argumentami, z tatwoscig stwierdzamy, ze obwdd wielokata
w=UVWXY zrysunku 2 jest mniejszy od obwodu wielokata v = ABCDEFGH
nie tylko dlatego, ze to wida¢ na oko. Odetnijmy od v wszystko, co nie lezy

w tej polplaszczyznie zawierajacej w, ktérej brzegiem jest prosta UV — zostanie
wielokat KLBM NDEFGH, ktéry ma obwéd mniejszy od v, bo tamana K AL
jest dtuzsza od KL, a MCN dluzsza od M N. Tnijmy dalej: teraz odrzucamy to,
co nie lezy w tej poltplaszczyznie zawierajacej v, ktorej brzegiem jest prosta VW
— zostanie K LBMVOH i tnijmy dalej. .. Bedziemy otrzymywali w ten sposéb
ciag wielokatéw o coraz mniejszych obwodach, ale ciagle zawierajacych w:
v=ABCDEFGH, KLBMNDEFGH, KLBMVOH, KLBMVW PH,
KLBMVWXQ,UVWXY = w.

No dobrze, to byt przyktad, ale jak to zapisaé ogdlnie? I tak okazuje sie, ze najwieksza
trudnos¢ lezy w umiejetnosci zapisania — nawet prostej, w gruncie rzeczy — mys$li.

Czy umiesz to sobie wyobrazié? A czy umiesz dowie$é, Ze tak jest?
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Cztery proste lezg na plaszczyZnie w ten sposob, ze kazde trzy z nich wyznaczaja
tréjkat — tak jak na rysunku obok.

Czy potrafisz ujrzeé¢ oczyma wyobrazni parabole styczna do kazdej z tych prostych?
A czy umiesz udowodnié, ze dla kazdych czterech takich prostych istnieje doktadnie
jedna taka parabola?

SPROBUJ!

A moze potrafisz wyobrazié¢ sobie okregi opisane na kazdym z czterech tréjkatéw
wyznaczonych przez te proste i widzisz, ze majg one wspdélny punkt? Jak tego dowiesé?

SPROBUJ!

A teraz wyobraz sobie réwnoczesnie jedno i drugie. Zapewne przyszto Ci do glowy, ze
wspdélny punkt tych czterech okregéw to ognisko tej paraboli.

UDOWODNIJ TO!

Warto pamietaé, iz ognisko paraboli to taki punkt, ze promienie $wiatta, wychodzace
z niego, po odbiciu od tej paraboli wszystkie maja jeden kierunek — sg réwnolegle
(a wiec — whrew zapowiedzi — znalazta sie tu i fizyka).
M. K.
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