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Aby méwié o réwnaniach na stowach, trzeba zacza¢ od definicji stowa.

W jezyku potocznym stowem jest ciag liter, ktéremu przypisane jest
pewne znaczenie. Stowem jest wiec ,pociag”, ,wieza”, ,samochdd”.

W matematyce stowem okresla sie dowolny ciag liter, np. ,abaab”.
Roéwnaniem na stowach nazywamy rownanie, w ktérym po obu stronach
wystepuja stowa sktadajace si¢ z liter. Litery dziela sie¢ na stale i niewiadome.
My bedziemy oznaczaé¢ niewiadome wielkimi literami, stale zas maltymi
literami. Réwnaniem na stowach jest, na przyktad, XabY = Yba X,

w ktérym niewiadomymi sa X 1Y, stalymi zas$ a i b. Rozwigzaniem
rownania jest takie podstawienie stow za niewiadome, aby po wstawieniu
ich do réwnania po obu stronach otrzymaé to samo stowo. Rozwiazaniem
réwnania XabY = YbaX jest, na przyktad, X = bab, Y = babab, bo wtedy
XabY = bababbabab = YbaX.

W tym artykule powiemy, jak rozwiazywaé najprostsze nietrywialne
rownania na slowach. Okazuje sie, ze nie jest to zadanie proste i wymaga
udowodnienia kilku lematéw dotyczacych wlasnosci stow. Réwnania
najprostsze to, jak mozna si¢ spodziewaé, réwnania z jedng niewiadoma.

Do tej pory jednak nie wszystko wiadomo o takich rownaniach. Na przyktad
nie wiadomo, ile rozwiazan moze mie¢ takie rownanie. Sa przyklady

rownan majacych 0, 1, 2 lub nieskonczenie wiele rozwiazan. Nie wiadomo,
czy roOwnanie takie moze mie¢ dokladnie trzy rozwiazania. Musimy

wiec jeszcze bardziej uprosci¢ zadanie: ograniczymy liczbe wystapien
niewiadomej w réwnaniu.

Jesli niewiadoma wystepuje dokladnie raz, to sprawa jest prosta. Wtedy
rownanie jest postaci uXv = w, przy czym u, v, w to stowa niezawierajace
niewiadomej. Réwnanie takie moze mie¢ zero rozwiazan lub jedno rozwiazanie.
Roéwnanie aXa = a ma zero rozwiazan, poniewaz bez wzgledu na to, co
podstawimy pod X, po lewej stronie bedzie stowo dtuzsze niz po prawe;j.
Réwnanie X = a ma jedno rozwiazanie. Réwnanie uXv = w nie moze mieé
wiecej niz jedno rozwiazanie, bo jesli ma jakiekolwiek, to w musi si¢ zaczynac
od u i konczy¢ na v, a zatem w = uzxv dla pewnego . Wtedy X = x jest
jedynym rozwiazaniem.

Przyjrzyjmy sie teraz rownaniom z dwoma wystapieniami niewiadomej X. Sa
one albo postaci uXvXw = z, albo uXv = v/ Xv', gdzie u, v, w, z, v/, v' sa
stowami niezawierajacymi niewiadomej. Rozwazmy najpierw pierwsze z réwnan.
Aby mialo ono rozwiazanie, z musi si¢ zaczynaé¢ od u i konczyé¢ na w. Wtedy
z = uz'w, a wigc XvX = 2/. Przypu$émy, ze X = z jest rozwigzaniem tego
rownania. Wtedy xvz = 2’. Dlugo$é slowa po lewej stronie musi by¢ taka
sama jak dlugo$¢ stowa po prawej stronie. Jesli dlugosé slowa u oznaczymy
przez |ul, to 2 - |z| + |v| = |zvx| = |7/|. Stad |z| = (|2’] — |v])/2. Dlugosc¢
rozwigzania x jest wiec jednoznacznie wyznaczona przez dlugosci 2’ i v. Ale

2’ musi sie zaczynaé od z. Jest tylko jedno slowo okredlonej dtugodci, ktére
zaczyna ustalone stowo, np. stowem dlugosci 2 zaczynajacym stowo abaab

jest ab. Stad jest tylko jeden kandydat na rozwigzanie. Albo ten kandydat jest
rozwiazaniem, albo nie. Stad rownanie uXvXw = z ma albo zero rozwiazan,
albo jedno rozwiazanie.

Rozwazmy teraz drugie réwnanie, tj. uXv = v/ Xv’'. Zalézmy najpierw,

ze u=u'. Wtedy albo v = v’ i kazde slowo jest rozwigzaniem réwnania,
albo v # v’ 1 wtedy réwnanie nie ma rozwiazan. Zalézmy teraz, ze u # u'.
Witedy, jesli réwnanie ma rozwiazanie, to albo u’ jest poczatkiem u, albo

u jest poczatkiem u’. Podobnie albo v’ jest koficem v, albo v jest koficem v'.
Usuwajac wspOlny poczatek i koniec obu stron réwnania, otrzymamy albo
rownanie zXy = X, albo rownanie zX = Xy. Analizujac dlugosci lewej

i prawej strony pierwszego réwnania, dojdziemy do wniosku, ze nie moze
mieé¢ ono rozwigzan.
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Rozwigzanie zadania M 1291.

Dla kazdego ¢ zaznaczmy wspdlny bok
tych dwéch pél, na ktérych znajduja
sie liczby ¢ oraz i + 1. Teza zadania
bedzie spelniona, jesli wykazemy, ze
istnieje wierzchotek (punkt kratowy
szachownicy), z ktérego wychodza
trzy odcinki.

Przyjmijmy wbrew tezie, ze taki
wierzchotlek nie istnieje. Wowczas

w kazdym wierzchotku wewnatrz
szachownicy spotykaja sie co najwyzej
dwa zaznaczone odcinki. Ponadto

do kazdego wierzcholka na brzegu
szachownicy moze dochodzi¢ tylko

jeden odcinek, przy czym zaden odcinek
nie dochodzi do rogéw szachownicy. Stad
wynika, ze liczba zaznaczonych odcinkéw
nie moze przekraczaé

%(Q(m —1(n—-1)4+2(n—-1)+
+2(m —1)) =mn — 1.

Tymczasem wszystkich zaznaczonych
odcinkéw jest dokladnie mn — 1. Stad

w szczegolnosdci wynika, ze kazdy
wierzcholek znajdujacy si¢ na brzegu
szachownicy, z wyjatkiem jej rogéw,

musi by¢ koncem jednego z zaznaczonych
odcinkéw. Wobec tego, jesli w ktéres pole
brzegowe szachownicy wpisano liczbe i, to
liczby i + 1 oraz i — 1 tez musialy zostac
wpisane w brzegowe pola szachownicy.
Wynika z tego, ze wszystkie liczby sg na
brzegu — to jednak nie jest mozliwe.

Pozostaje do rozwiazania rownanie zX = Xy. I tu sie zaczyna prawdziwa
matematyka: definicje, lematy, twierdzenia. Najpierw zdefiniujemy

stowa pierwotne. Sa to stowa, ktére nie sg postaci uw . .. u, przy czym u
powtarza si¢ co najmniej dwa razy. Stowem pierwotnym jest wiec ababa,
ale nie abab.

Przez u*, dla k > 1, bedziemy rozumieli stowo wuw . .. u, przy czym u powtarza
sie doktadnie k razy. Przez u" rozumiemy specjalne stowo — stowo puste
(bedziemy oznaczaé je 1), ktére sklada sie z zerowej liczby liter. Zauwazmy, ze
(uF)! = uM oraz vFul = wF dla k,1 > 0.

Lemat 1. Zbiorem rozwigzarn réwnania XY =Y X jest {X =", Y = u!
dla k,1 > 0}.

Dowdd. Niech X =z, Y = y bedzie rozwiazaniem réwnania. Jesli |z| = 0, to
r=1,awiec X =y" i Y = yl. Podobnie rozwazamy przypadek |y| = 0.

Zalozmy teraz, ze x i y sa niepustymi stowami. Stosujemy indukcje wzgledem
|z] + |y|. Jesli |z| + |y| = 2, to |z| = |y| = 1. Mamy xy = yz, a zatem x jest
poczatkiem y lub odwrotnie. Skoro x i y sa tej samej dtugosci, wiec z = y. Stad
X =2 Y =2m

Zalézmy wreszcie, ze |x| + |y| > 2. Wtedy albo x =y, albo z jest poczatkiem y,
albo y jest poczatkiem x. W pierwszym przypadku nie ma czego dowodzié.
Trzeci przypadek dowodzi sie symetrycznie do drugiego. Pozostaje drugi.
Mamy y = zy’. Stad zzy’ = vy = yx = xy'z. Skracajac poczatkowe = po obu
stronach réwnania, mamy xy’ = y'z. Poniewaz x i ¢’ s niepustymi stowami,
wiece |x| + |y'] < |z| + |y|. Mozna wigc zastosowaé hipoteze¢ indukcyjng do
réwnania zy’ = y'z. Mamy 3/ = u* i z = u!. Wtedy y = 2y’ = v'u* = u!**. To
konczy dowdd. A

Lemat 2. Kazde niepuste stowo w mozna jednoznacznie przedstawié jako u* dla
pewnego pierwotnego stowa u i k > 1.

Dowdd. Najpierw udowodnimy, ze w mozna przedstawi¢ w postaci u”, gdzie

u jest stowem pierwotnym i k > 1. Jesli w jest pierwotne, tou =w ik = 1.
Jedli nie jest pierwotne, to dowdd jest indukeyjny wzgledem |w|. Wtedy w jest
postaci v*, przy czym k > 2, a wiec |v| < |w|. Zgodnie z hipoteza indukcyjna
v da sie przedstawi¢ w postaci u! dla pewnego stowa pierwotnego u il > 1.

A zatem w = (u')¥ = v, gdzie u jest stowem pierwotnym i kl > 2.

Przypusémy teraz, ze w da sie przedstawié¢ na dwa sposoby w postaci u” i v!, gdzie

u 1 v sa pierwotne. Gdyby bylo k =1 lub [ = 1, to w byloby stlowem pierwotnym,
a wigc musiatoby byé k =1 =11 w konsekwencji u = v. A zatem k,[ > 2. Mamy
w=uF=0vlik 1 >2 Stad |w| = |u*| = [v!]| > max{2 - |[v],2 - |ul} > |u| + |v]|.

A zatem |u| < (I —1) - |v| oraz [v| < (k — 1) - |u|. Skoro u jest poczatkiem v!, wiec
u jest na tyle krétkie, ze jest poczatkiem v!~!. Podobnie v jest poczatkiem u*~1.
Stad uwv jest poczatkiem uuf~! = w i vu jest poczatkiem vv!~! = w. Poniewaz
wv i vu sg tej samej diugosci, wiec uv = vu. Z Lematu 1 mamy v = p' i v = p/.
Poniewaz u i v sa pierwotne, wiec i = j = 1 1 w konsekwencjiu =v ik =10. A

Niech z bedzie niepustym stowem. Przez c¢(x) oznaczamy slowo powstale z x
przez przestawienie pierwszej litery x na koniec. Na przyklad, c¢(aba) = baa,
c(baa) = aab. Zauwazmy, ze jesli i < |z|, to i-krotne zastosowanie funkcji ¢
do stowa x polega na przestawieniu pierwszych ¢ liter  na jego koniec.
Stowo y nazwiemy obrotem cyklicznym stowa x, je$li y mozna otrzymaé z x
poprzez zero-, jedno- lub wiecej-krotne zastosowanie funkcji ¢ do x. Jesli y
jest obrotem cyklicznym x, to y powstaje z x przez przestawienie jakiegos
poczatku slowa = na jego koniec, a zatem istniejg takie stowa p i ¢, ze y = pq
iz = gp (przestawiamy ¢). Z drugiej strony, jesli istnieja takie stowa p i ¢,

ze Yy =pqix = qp, to y jest obrotem cyklicznym stowa z, bo powstalo przez
przestawienie g z poczatku x na jego koniec. Zachodzi zatem nastepujacy fakt.

Obserwacja. Stowo y jest obrotem cyklicznym stowa x wtedy i tylko wtedy, gdy
istniejq takie stowa p i q, Ze y = pq i x = qp.
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Stowo x wystepuje wewnatrz zx.

Rozwigzanie zadania M 1292.
Niech p1,p2, ...
liczbami pierwszymi.

,P100 beda réznymi

Dlan=1,2,..., 100 przyjmijmy

an = P1pP2 ... Pn T)fH,l oo pion-
Woéwczas zbiér A = {a1,az,...,a100}
spetnia warunki zadania. Istotnie:
jeshi any,angy, - -
zbioru A, gdzie n; < ns < ... < ng,
to liczba pik dzieli kazdg z liczb

., n, sa elementami

Qny s Qng s vy oy s lecz nie dzieli
liczby an, . Stad wynika, ze liczba

Qny +any + ...+ an, nie moze by¢é
potega liczby naturalnej o wykltadniku
wiekszym lub réwnym 2.

Teraz udowodnimy nastepujacy lemat.
Lemat 3. Obrot cykliczny stowa pierwotnego jest slowem pierwotnym.

Dowadd. Wystarczy dowiesé, ze funkcja ¢ przeksztatca stowo pierwotne na stowo
pierwotne. Przypusémy, ze tak nie jest, to znaczy funkcja c przeksztalca stowo
pierwotne x na stowo niepierwotne u*, gdzie k > 2. Wtedy = powstaje z u”
przez przestawienie ostatniej litery u* na poczatek. Litera ta jest ostatnia
litera u. Jedli oznaczymy u’' = ¢~ 1(u), to x = u'’* (sprawdz!), a zatem z nie jest
pierwotne. Sprzecznosé. A

I jeszcze jeden lemat.

Lemat 4. Niech y bedzie obrotem cyklicznym stowa x. Jesli x jest pierwotne, to
istnieje dokladnie jedna para stow (p,q), gdzie q # 1, spelniajgca y = pq, © = qp.

Dowad. To, ze taka para slow istnieje, wynika z Obserwacji. Przypusémy,

ze sa dwie takie pary: (p,q) 1 (p/,q’). Niech 0 < |p| < [p'] < |y| = |=]. Wtedy
stowo 2 = qpgp wystepuje w > = pgpgpq = pr?q od pozycji |p| + 1. Podobnie
stowo z wystepuje w y* od pozycji |p’| + 1. To oznacza, ze x wystepuje w 2
od pozycji 1 < [p'| — |p| + 1 < |z, czyli  wystepuje w $rodku zz. To jest
niemozliwe. Oznaczmy przez u poczatek xz, na prawo od ktorego wystepuje x
(rysunek). Wtedy z = wv i = vu/, gdzie u’ jest prefiksem x o dlugosci

|z| — |v] = Juv| — |v| = |u|. Ale u tez jest prefiksem x o tej dtugosci. A zatem
v = wuimamy x = uv = vu oraz u i v sg niepuste. Z Lematu 1 wynika, ze
uw=rFiv=rl azatem z = uv = r¥*!. Poniewaz u i v sa niepuste, wiec k,l > 1,
skad k 4+ [ > 2. UzyskaliSmy sprzecznosé z zalozeniem o pierwotnosci z. A

Teraz wréémy do naszego réwnania zX = Xy. Niech X = x bedzie jego
rozwigzaniem. Obliczajac dlugosci obu stron rownania po podstawieniu X = x,
otrzymamy |z| = |y|. Warunek |z| = |y| jest wigc warunkiem koniecznym do tego,
aby rozwiazanie istnialo. Nie jest to jednak warunek wystarczajacy.

Twierdzenie. Niech z = uF, y = o', gdzie u i v sq pierwotne i k,1 > 1.

(i) Rownanie zX = Xy ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy k =11 v jest
obrotem cyklicznym wu.

(ii) Jesli uw = qp i v = pq, gdzie p # 1, i k =1, to zbiorem rozwigzari réwnania
2X = Xy jest {(qp)iq:i > 0}.

Dowdd. (i) (<) Jedli v jest obrotem cyklicznym u, to v = pg i u = gp, dla pewnych

p, q- Wtedy, dla kazdego i > 0, z(qp)’q = (ap)*"'q = (ap)"a(pa)" = (ap)'qy.
A zatem réwnanie zX = Xy ma rozwigzanie. Ma ich nawet nieskonczenie wiele.

(=) Indukcja wzgledem dlugosci rozwigzania X = x. Jedli |z| < |ul, to

x jest prefiksem u, a zatem u = xp dla pewnego niepustego p. Wtedy

ry = zx = (xp)*x = x(px)*. Stad y = (px)*. Poniewaz xp jest pierwotne,

wiec px tez jest pierwotne. Mamy v! = (px)k. Z Lematu 2, k=11iv = pzx.
Zauwazmy, ze poniewaz v 1 u sa pierwotne, wiec para (p, x) spelniajaca p # 1,

u = xp i v = pz jest dokladnie jedna. Tak wiec jedynym rozwiazaniem roéwnania
krétszym niz |u| jest X = .

Jesli |z| > |ul, to u jest poczatkiem z. Stad z = ux’ dla pewnego x’. Wtedy
uza' = wuPfr’ = vPur’ = 2o = vy = ua'y. Usuwajac wspdlny poczatek obu stron
réwnania, otrzymujemy zx’' = 'y, a wiec X = 2’ jest rozwigzaniem réwnania
zX = Xy. Skoro |2'| < |z|, wiec mozna zastosowaé hipoteze indukeyjna, ktéra
moéwi, ze v jest obrotem cyklicznym .

(i) Zalézmy, ze u = gp iv = pqg. Udowodnimy teraz, ze kazde rozwiazanie réwnania
2X = Xy jest postaci (gp)iq, przy czym i > 0. W punkcie (<) udowodnili$my,
ze kazde stowo postaci (gp)q jest rozwiazaniem réwnania. Pokazemy, Ze nie ma
innych rozwiazan. Dowod jest indukcyjny wzgledem dlugosci rozwiazania.
Zalézmy, ze X = x jest rozwiazaniem réwnania. W punkcie (=) udowodnilismy,
ze jedynym rozwiazaniem réwnania krétszym niz |u| jest X = g oraz ze kazde
rozwiazanie nie krétsze niz |u| jest postaci uz’, przy czym z’ tez jest rozwiazaniem
réwnania. Z hipotezy indukcyjnej 2’ = (qp)iq, gdzie u = qp i v = pg. Wtedy

x = uz’ = qp(qp)iq = (qp)"™q. To konczy dowdd. A
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