Na ziemi lezy podtuzny, cienki robak (powyginany odcinek) o dtugosci 1. Niezaleznie
\ od sposobu jego ulozenia mozna go, oczywiscie, w calosci przykry¢ kotem o $rodku
@ w koncu robaka i o promieniu 1. Mozna tez sprytniej — kotem o $rodku w srodku
2 2 dtugosci robaka i o promieniu % Pokazemy wiecej: do przykrycia robaka wystarczy

poétkole o promieniu % W dowodzie wykorzystamy elipsy.
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Elipsa o ogniskach w punktach F, G i o statej 2a > F'G to zbiér takich punktéw P
plaszczyzny, ze PF + PG = 2a (rys. 1). Mozna ja narysowaé, mocujac kofice
sznurka o dtugosci 2a w ogniskach i naciagajac ten sznurek otéwkiem.

Fakt 1. Styczng w punkcie P do elipsy o ogniskach F,G jest dwusieczna k kqta
zewnetrznego w trdjkacie PFG (rys. 1). Jesli punkt G’ jest obrazem G w symetrii
wzgledem k, to punkty F, P,G’ lezq na jednej prostej i FG' = 2a.

Dowad. Zaltézmy, ze dwusieczna k przecina elipse w drugim punkcie @, réznym
od P (rys. 2). Z symetrii mamy QG = QG’, a wiec QF + QG' = QF + QG = 2a.

Punkt G’ trafia na prosta F'P, bo 0§ symetrii k jest dwusieczna. Stad
FG' = PF + PG’ = PF + PG = 2a. W trojkacie QF G’ mamy wigc
QF + QG = FG', co jest sprzeczne z nieréwnoscia trojkata. O

Rys. 1. Na stole bilardowym w ksztalcie
elipsy kula toczaca si¢ z jednego ogniska
po odbiciu od brzegu zawsze trafia

w drugie ognisko.

Fakt 2. Zbior obrazéw G’ ogniska G elipsy, w symetriach wzgledem prostych
stycznych do tej elipsy, to okrgg o Srodku F i promieniu 2a (rys. 3).

Dowdd. Na mocy faktu 1 wszystkie obrazy G’ spelniaja warunek FG' = 2a
(rys. 1), zatem leza na takim okregu.

Dla dowolnego punktu G’ z tego okregu odcinek FG’ przecina elips¢ w pewnym
punkcie P. Z faktu 1 styczng do elipsy w tym punkcie jest dwusieczna k kata GPG'.
Poniewaz FP + PG’ = 2a = FP + PG, czyli PG’ = PG, wigc G’ jest obrazem G
w symetrii wzgledem k. Stad zbiorem obrazéw G’ jest caly okrag O(F,2a). O

Fakt 3. Zbior rzutow prostokgtnych ogniska G elipsy na proste styczne do tej
elipsy to okrag opisany na elipsie (rys. 3).

Rys. 2
. Dowadd. Jednoktadnosé o srodku G i skali % przeksztalca punkt G’ — obraz G

w symetrii wzgledem stycznej na punkt G” — rzut G na te styczna. Z faktu 2 wiemy,
ze zbiorem obrazéw symetrycznych jest okrag O(F,2a), stad zbiorem rzutéw jest

okrag Jé/Q((’)(F, 2a)) = O(S, a), gdzie S jest srodkiem odcinka F'G (rys. 3). O

Przykrycie robaka. Oznaczmy przez F, G konce robaka i przez M jego srodek.
Potéwke robaka od F' do M mozna otoczy¢ elipsa Er o ogniskach I, M i stalej %,
poléwke od G do M — analogiczna elipsa g (rys. 4(a)).

Niech F”,G"”, M" beda rzutami punktéw F, G, M na prosta k, styczna do obu
elips. Na mocy faktu 3 punkty F”, M" leza na okregu opisanym na elipsie £,

a punkty G”, M" na okregu opisanym na elipsie £ (rys. 4(b)). Srednica kazdego
z tych okregéw jest réwna % Rozwazmy kolo o srodku M" i promieniu %

(rys. 4(c)). Zawiera ono obydwa okregi opisane na elipsach, czyli tez obie elipsy,
Rys. 3. Rzuty ogniska F daj ten sam zatem takze catego robaka. Jednocze$nie elipsy, wiec tez robak, leza po jednej

okrag opisany. Jest on styczny do elipsy  stronie prostej k. Stad do przykrycia robaka wystarczy poléwka rozwazanego

w punktach jej przecigeia z prosta F'G, ol o §rodku M”, co konczy dowéd. O
jego érednica réwna jest statej 2a.
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Rys. 4 (a)—(c). Kolejne etapy

przykrywania robaka. , . . L. . L.
Pole naszego pétkola to w/8 ~ 0,39. Nie wiadomo, jakie pole P ma najmniejsza

figura, ktéra mozna przykry¢ dowolnego robaka. Na pewno P < 0,260437.
Zagadnienie to znane jest, od nazwiska autora, jako Leo Moser’s Worm Problem.
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