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Jak wyznaczy¢ liczbe 7 za pomoca zderzen?

Rozpatrzmy dwa ciata polozone na powierzchni ograniczonej z prawej
strony Sciana (rysunek). Pierwsze cialo o masie 1 poczatkowo spoczywa,
a drugie cialo o masie k? razy wickszej porusza si¢ w prawo z pewna
predkoscia v. Tarcie pomijamy. W ktérym$ momencie ciala zderzaja sie,
po czym pierwsze ciato zaczyna poruszac si¢ w kierunku Sciany, odbija sie¢
od niej, znéw uderza w drugie cialo, zderza sie ze $ciang i tak dalej. Ciata
beda zderzaé sie w ten sposéb do chwili, gdy drugie ciato zacznie uciekaé
w lewo szybciej niz pierwsze. Ile bedzie wszystkich stuknieé¢ ciato-ciato

i cialo-Sciana w zaleznosci od stosunku mas k27

Czytelnik moze wykonaé¢ symulacje na komputerze albo sprawdzié¢ to
doswiadczalnie (jesli ma dostatecznie gladki stét i duzo cierpliwosci. . .).
Dla k=10", m=0,1,2,..., pierwszych kilka wynikow wyglada
nastepujaco:
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Czytelnik domy$la si¢ na pewno dalszego ciagu — dla k% = 100000000
otrzymamy pewnie 31415 itd. Istotnie tak jest! Czyzbysmy znalezli nows
metode doswiadczalnego wyznaczania liczby 7?7

Przyjrzyjmy sie sytuacji nieco doktadniej. Niech vy, oznacza predkosé
drugiego ciata po n-tym zderzeniu z pierwszym cialem i analogicznie usay,
— predkosé pierwszego ciata po n-tym zderzeniu (dodatnia warto$é predkosci
oznacza, ze cialo oddala sie od $ciany). Przy odbiciu od $ciany pierwsze ciato
zmienia predko$¢ na us,11 = —us,, a predkosé drugiego ciata, oczywiscie,
sie nie zmienia, vg, 1 = vV2,. Poczatkowo mamy u; = 0, vy = —v. Niech
catkowita energia kinetyczna cial wynosi Ey;, — energia jest zachowana,
wieec w kazdej chwili 3202 + Ju? = Eu,. Wprowadzajac przeskalowane

zmienne V,, = ’/%U"’ Un = \/ 35— Un, Widzimy, ze V.2 + U7 = 1, a wigc
mozliwe predkosci cial leza na okregu jednostkowym plaszezyzny (U, V).

Jak powiaza¢ predkosci ciatl przed i po ich zderzeniu? Poczatkowo U; = 0,

Vi = —1. Z zasady zachowania pedu wynika:

(1) kEVon + Uzp = kVay 1 + Uz 1.
Z kolei z zasady zachowania energii mamy:

(2) Vo + Uz, = Vi +Us, o

7 pierwszego réwnania Vo, — Vo, = %(Ugn_l — Usy), z drugiego
Zaé (‘/277, - ‘/211—1)(‘/277, + ‘/211—1) — (U2n—1 - U2n)(U2n—l + U2n)a co
po podstawieniu i prostych rachunkach daje:

2k k2 -1
(3) U2n = kz——i-lVQn_l - kQ—_HUQn—l,
k2 -1 2k
(4) ‘/7277. — k2 + 1‘/2’!L—1 + I{,'2 + 1 U2'n,—1
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Po uwzglednieniu zwiazku Vo, 11 = Vo, 1 Uspa1 = —Us, otrzymujemy:
2k k% —

(5) U2n+1 k?2 + 1‘/277, 1 + 12 ¥ 1U2n 1
k% — 2k
(6) ‘/271—&-1 ]{;2 ¥ 1‘/217, 1 + 5 k2 ¥ 1 UQn—l

Aby wyznaczy¢ liczbe wszystkich zderzen cial, trzeba znalezé takie
najwicksze N (w zaleznosci od k, czyli Ny), ze uan, -1 > vVan, -1, ale
UaN,+1 < Van,+1 (Jesli po Ni-tym zderzeniu i odbiciu sie od $ciany
pierwsze cialo bedzie mialo mniejsza predkosé niz drugie, to nigdy juz

go nie dogoni). Liczba wszystkich zderzen cialo-cialo i cialo-$ciana bedzie
rowna 2Ny, z wyjatkiem sytuacji uspn, +1 = 0, kiedy ostatnim zderzeniem
bytoby zderzenie cialo-cialo i wszystkich zderzen byloby 2N, + 1. Jak
obliczy¢ N7

Mozna sprobowaé zamienié¢ rekurencje na jawny wzér na us, i ve,

— ambitnego Czytelnika zachecamy do proéb. Istnieje jednak prostsza
metoda znalezienia warunku na N, niewymagajaca rozwiazywania
uktadu réwnan rekurencyjnych.

Popatrzmy na wspélczynniki w réwnaniach (5) i (6) — poniewaz

—1

(=12 + ( 2k )2 — 1, mozemy dla pewnego kata 6 polozyé cos = k2+1,

k2+1 k2+1
sinf = 2% +1 Wida¢ wiec geometryczna interpretacje zderzen —
po zderzeniu cialo-cialo i cialo-ciana punkt (Us,, Va,), reprezentujacy
predkoéci obu cial, podlega na okregu obrotowi o kat 0! Stad po n takich

odbiciach punkt poczatkowy (0,—1) zostanie obrécony o kat nf.

Co geometrycznie oznacza warunek us, > vo,7 W naszych wspotrzednych
oznacza to, ze Us, > 1 Va,, a wiec ze punkt (Usp, Vay,) lezy ponizej prostej
o kacie nachylenia «, gdzie tga = k. A WiQC szukane N} to takie, dla
ktoérego jeszcze —% + Nipf < o, ale juz —% + (Np +1)0 > o (pamlgtajmy,
Ze zaczynamy z punktu (0, —1) o kacie ——)

Chcemy przekonaé sie, czy faktycznie 28tL zbiega do 7, gdy k — oo

(granica 27 2Ne hedzie taka sama). Wystarczy wykazaé, ze Nk zbiega do 7.
W tym celu przepiszmy powyzsze nieréwnosci jako

(7) a=0< -5 +Nb<a,

co po podzieleniu stronami przez k6 i uporzadkowaniu daje

o+ % 1 Nk o+ %
® WOESE < r
Mamy tgoa =k, sinf = %, zatem a = arctgk, f = arctg 75
Widzimy od razu, ze przy k — oo kat o zbiega do 7. Obliczenie
granicy k0 = karctg 22 wymaga odrobine wigcej rachunkéw (mozna
wykorzysta¢ tgr/r ~ 1 dla r bardzo bliskich zeru), ale nie jest trudne
i daje w wyniku k6 — 2.

Podstawmy to do nieréwnosci (8): + — 0 przy k — oo, zatem granica
lewej i prawe] strony wynosi 7. StaCd wynika, ze faktyczme &= — 5, czyli
taczna liczba zderzen cial oraz ciata ze Sciana po podzieleniu przez k

zbiega do !

Czytelnik moze zastanowi¢ sig, jakie jest tempo zbieznosci, a wiec
dlaczego zwigkszajac stosunek mas cial 100 razy, rzeczywiscie dostajemy
(z dokladnoscia do parzystosci na ostatnim miejscu) kolejna cyfre
rozwiniecia dziesietnego w. Przy okazji, jesli bedziemy zwiekszaé
stosunek mas cial nie 100, ale, na przyktad, 49 albo 169 razy, tez
dostaniemy kolejne cyfry rozwiniecia m, tylko w systemie sibdemkowym
albo trzynastkowym.
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