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Réwnania rekurencyjne dla ciaggéw
opisuja dyskretne uklady dynamiczne.

L. .}

Rozwigzanie zadania F 774.

Predkosé bombki tuz przed zderzeniem
z podlogg wynosi vg =
ze przed zderzeniem z druga bombka

predkosé¢ pierwszej wynosi v. W uktadzie

odniesienia $rodka masy bombek beda
si¢ one zblizaly z predkosciag v/2 kazda.
Zatem, aby obie sie sttukly, musi
zachodzi¢ v/2 = vg i stad v = 24/2gh.

*Wydzial Matematyki,
Informatyki i Ekonometrii,
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7/ 2gh. Zalézmy,

Jak otrzymacé chaos?
Tomasz MALOLEPSZY ™

Istnieje wiele réznych sposobéw na opisanie ciggu. Najwygodniejszym z nich jest
bez watpienia podanie jawnego wzoru na jego n-ty wyraz. Jednak czesto zdarza
sie, ze jedyna informacja, jaka dysponujemy, jest réwnanie rekurencyjne, czyli
rownanie opisujace zwiazek miedzy wyrazami tego ciagu. Najprostsza z takich
zaleznodci rekurencyjnych, wiazaca n-ty wyraz wylacznie z bezposrednio go
poprzedzajacym, mozemy ogélnie zapisa¢ jako x,, = f(x,—1), gdzie f jest pewna
funkcja. Jezeli chcemy znalezé kolejne wyrazy tak opisanego ciggu, musimy znaé
na starcie przynajmniej jedna warto$é, te poczatkowa, oznaczana xg. Niestety,
jezeli f nie jest funkcja liniowa, to zazwyczaj nie jesteSmy w stanie z takiej
zaleznosci wydoby¢ jawnego wzoru na wyrazy ciagu. Woéwczas z pomoca moga
przyj$¢ nam komputery, dzieki ktérym mozemy obserwowaé zachowanie ciagdw
opisywanych zalezno$ciami rekurencyjnymi. Okazuje sie takze, ze takie ciagi
moga wykazywa¢ skomplikowane zachowanie nawet w sytuacji, gdy funkcja f

z pozoru nie wyglada ,groznie”. Aby si¢ o tym przekonaé, wezmy pod uwage
nastepujace rownanie rekurencyjne:

(1) Ty = ka1 (1 —2p_q)

z warunkiem poczatkowym zg € [0, 1] oraz z pewna stala dodatnia .

O stalej k zalozymy dodatkowo, ze jest nie wicksza od 4, dzieki czemu wyrazy
tego ciaggu nigdy nie przekrocza jedynki. Latwo to sprawdzié¢, wiedzac, ze
funkcja f(z) = kz(1l — x), zwana odwzorowaniem logistycznym, osiaga swoje
maksimum dla 2 = 0,5. Réwnanie (1), mimo swojej pozornej prostoty, ma
wiele intrygujacych wlasnoéci, z ktérych lwia cze$¢ zostala wykazana catkiem
niedawno — po 1976 roku, kiedy uwage na jego zlozony charakter zwrécil
matematyk, fizyk i biolog Robert May.

Aby przesledzié, jak zachowuje sie ciag opisywany réwnaniem (1) dla

coraz wiekszych wartosci n (czyli zbadaé jego asymptotyke), wykonamy
najpierw eksperymenty komputerowe. Ponizsze wykresy przedstawiaja ciag
opisany badanym réwnaniem dla kilku wartosci k, z tym samym warunkiem
poczatkowym zy = 0,6, w zakresie od xo99 do x300-
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Rys. 1. Ciagi (1) generowane przez odwzorowanie logistyczne.
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Sposéb tworzenia wykreséw
pajeczynowych dla réwnania

Ty, = f(xn—1) jest bardzo prosty. Mozna
opisa¢ go w pigciu punktach:

1. Narysuj na jednym uktladzie
wspélrzednych wykres funkcji y = f(x)
oraz funkcji y = x.

2. Zaznacz na osi OX dany punkt
startowy xo i poprowadz z niego
w kierunku wykresu y = f(x) odcinek
réwnoleglty do osi OY, az do punktu
ich przeciecia.

3. Z punktu przecigcia poprowadz teraz
w kierunku wykresu y = « odcinek
réwnolegly do osi OX, az do punktu
ich przecigcia.

4. Z otrzymanego punktu przecigcia
poprowadz w kierunku wykresu
y = f(x) odcinek réwnolegly do osi
OY, az do punktu ich przecigcia.

5. Powtarzaj teraz kolejno punkty 3. i 4.
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Rys. 2. Wykres pajeczynowy dla ciagu (1)
zk=21ixz9=0,05.

Cykl dlugosci p to zbiér parami réznych
punktéw {ao,a1,...,ap—1}, takich

ze f(a;) = a;41dlat=0,...,p—2
oraz f(ap—1) = ag.
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Rys. 3. Wykres pajeczynowy dla ciggu (1)
zk=341iz9=0,2.

Wyjasnijmy wyglad tych wykreséw. Zauwazmy najpierw, ze gdy 0 < k < 1,

to x > kx(1 — z) dla wszystkich = € [0, 1]. Oznacza to, ze dla dowolnego

xo € [0, 1] wszystkie wyrazy ciagu spelniaja nieréwnos$¢ x,,_1 > x,. Ciag ten
jest zatem nierosnacy, a poniewaz jest réwniez ograniczony z dotu przez 0, to
klasyczne twierdzenie analizy matematycznej pozwala nam wywnioskowaé, ze
ma nieujemna granice, ktérg oznaczymy przez g. Jak ja znalezé? Z ciaglosci
odwzorowania logistycznego f wynika, ze granica ta musi spelnia¢ réwnanie

g = f(g), czyli — innymi stowy — jest punktem stalym funkcji f. Prosty rachunek
prowadzi do spostrzezenia, ze przy rozwazanych wartoéciach k& odwzorowanie
logistyczne ma tylko jeden nieujemny punkt staly: g = 0. Podsumowujac, jezeli
tylko 0 < k < 1, to niezaleznie od tego, skad wystartujemy, kolejne wyrazy ciagu
beda zbliza¢ sie coraz bardziej do zera.

Niestety, rozpatrzony wlasnie przypadek byt najprostszy. Juz badanie sytuacji,
gdy k € (1, 3], jest trudniejsze, choé¢ nie wymaga jeszcze zaawansowanych
narzedzi matematycznych. Zatem bez zadnych wyliczen powiedzmy, ze

gdy 1 < k < 3, to dla kazdego zg € (0,1) zaleznosé rekurencyjna (1) daje
ciag, ktéry zawsze jest zbiezny do 1 — % (gdy xo = 0 lub zo = 1, dazy

on do zera). Laczac otrzymane dotad rezultaty, widzimy, ze ciag (1) jest
zawsze zbiezny dla 0 < k < 3. Dlaczego jednak granica tego ciagu zmienia
sie, gdy k przekracza 17 OdpowiedZ na to pytanie kryje sie w fakcie, ze 0,
czyli punkt staly odwzorowania logistycznego i zarazem granica ciagu dla

k < 1, zmienia swéj charakter, gdy k przekracza 1. Dla 0 < k < 1 jest to
bowiem przyciggajocy punkt staly (atraktor), a dla k > 1 — odpychajgcy
punkt staly (repeler). Dla 1 < k < 3 granica ciagu odpowiada teraz drugiemu
nieujemnemu punktowi stalemu odwzorowania logistycznego, réwnemu 1 — %,
ktéry jest przyciagajacy. Charakter tego punktu stalego znakomicie ttumaczy
tzw. wykres pajeczynowy.

Na rysunku 2 pokazano wykres pajeczynowy dla réwnania (1) pray k = 2
i zg = 0,05. Punkt staty 0 jest odpychajacy, a 0,5 przyciagajacy, dlatego
nawet biorac wartosé startows g, lezaca bardzo blisko 0, otrzymamy ciag
dazacy do 0,5.

A co dzieje sig, gdy k przekracza 37 Rysunek 1 sugeruje nam, ze przynajmniej
dla wartosci k niewiele wigkszych od 3 ciag przestaje by¢ zbiezny, a jego

dalekie wyrazy zaczynaja oscylowaé¢ miedzy dwiema wartosciami: wyrazy ciggu
o indeksach parzystych zbiegaja do jednej z nich, natomiast wyrazy o indeksach
nieparzystych do drugiej. Oznaczmy te wartosci przez a i b. Zauwazmy, ze
poniewaz x,, = f(zn—1), wartodci te musza spelniaé¢ réwnosci f(a) =b1i f(b) = a,
skad otrzymujemy, ze f(f(a)) = a oraz f(f(b)) =b. Aby wiec wyznaczy¢
wartosci a 1 b, wystarczy wyliczy¢ punkty stale f(f(x)).

Dla odwzorowania logistycznego mamy f(f(z)) = k*z(1 — z)(1 — kz + ka?), awiec
szukane punkty stale to pierwiastki réwnania k?z(1 — z)(1 — kz + k2?) — 2 = 0.
Nietrudno je wyznaczy¢ — sa to

0 1_l E+1+(k-3)(k+1) . k+1-(k-3)(k+1)
’ K’ 2%k ' 2%k
Pierwsze dwa nas nie interesuja, gdyz sa one takze punktami statymi
odwzorowania logistycznego f. Szukanymi przez nas wartoSciami a i b sg
pozostale dwa pierwiastki. Stanowia one cykl (lub orbite) dlugosci 2. Mozna
wykazaé, ze cykl ten jest przyciagajacy dla 3 < k < 1+ /6 = 3,449489 . ..

i, co wiecej, dla wartosci k z tego zakresu dalekie wyrazy ciagu (1) beda
oscylowaly wokoét tego cyklu dla prawie wszystkich warunkéw poczatkowych xg.
Rysunek 3 przedstawia wykres pajeczynowy dla ciagu (1) z k = 3,4 i 29 = 0,2.

Jak widaé, zwiekszanie wartosci parametru k nie tylko prowadzi do bardziej
zlozonych rachunkow, ale i do coraz ciekawszych wynikéw. Najpierw ciag
opisany zaleznoscia (1) jest zawsze zbiezny do zera, potem, gdy k przekracza 1,
pozostaje zbiezny, ale do innej wartoéci, gdy za$ k mija 3, to z drobnymi
wyjatkami ciag zaczyna zbiega¢ do cyklu dlugosci 2. Co wiec moze si¢ dziac, gdy
ten cykl przestanie by¢ przyciagajacy (czyli dla k > 14 1/6)? Jak intuicja
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wsparta rysunkiem 1 moze nam sugerowaé, powstanie wéwczas nowy
cykl, tym razem dlugosci 4, ktéry dla pewnych wartosci k (dokladniej, dla
1+6 < k < 3,544...) bedzie przyciagajacy. Skoro tak, to pewnie po zmianie

Zjawisko podwajania dtugosci cyklu charakteru tego cyklu na odpychajacy powstanie przyciagajacy cykl dtugosci 87
nazywamy bifurkacjs podwajania Otéz to, a potem powstang kolejno cykle dtugoéci 16, 32, 64 i tak dalej. Ponizsza
okresu, punkty zas, w ktérych 1k isuie. dla jakich Kk 5wk d Kkle di ‘i 27 bed . .
nastepuje to podwojenie, nazywamy tabelka opisuje, dla jakich zakreséw k dane cykle dtugosci eda przyciagajace
punktami bifurkacji. (liczby zostaly tu zaokraglone do 4 miejsc po przecinku).

kiedy cykl 2™ jest atraktorem

3<k<14+6=~3,4495
1+v6 <k < 3,5441
3,5441 < k < 3,5644
3,5644 < k < 3,5688
3,5688 < k < 3,5697
3,5697 < k < 3,5699

S UL W N -3

7 tabelki tej ptynie ciekawa obserwacja, a mianowicie dla kazdego kolejnego
cyklu przedzial wartoéci k, dla ktérych cykl ten jest przyciagajacy, jest coraz
krétszy. Nasuwa sie wiec pytanie, co sie dzieje z tymi przedzialami, gdy n dazy
do nieskonczonosci? Okazuje sie, ze zbiegajg one do punktu k* ~ 3,569945672.

Jak wie$é niesie, wspomniany juz Robert May zapisal réwnanie (1) na tablicy
/ w korytarzu jako zadanie dla swoich studentéw i dopisal pytanie Co, na Boga,

y dzieje sie dla k > k*? No c6z, w tym przypadku dzieje sie naprawde wiele.

i Przede wszystkim pojawia si¢ chaos — ciag opisywany zaleznoscia (1) zaczyna

przejawiaé¢ zachowania chaotyczne! Innymi stowy, dla odpowiednich &

réwnanie (1) to wéwcezas nic innego, jak swego rodzaju przepis na chaos.

Jednak nie jest tak, ze dla kazdego k* < k < 4 bedziemy otrzymywadé juz tylko
N i wyltacznie ciagi chaotyczne. Okazuje si¢ bowiem, ze dla pewnych zakreséw k
' ' z tego przedzialu ponownie pojawia sie przyciagajace cykle i to dowolnej
- dlugodci réznej od 2™. Jako ostatni zaznaczy swoja obecnosé cykl dlugosci 3,
¢ przyciagajacy dla 14 2v/2 = 3,828427... < k < 3,841499 . .. (piaty wykres na

rysunku 1). Warto w tym miejscu wspomnieé, ze odwzorowanie logistyczne

/ ze stata k € [1 4+ 2v/2,4] ma bardzo ciekawa wlasnosé: ma cykle dowolne;
dtugosci, z ktérych zawsze tylko co najwyzej jeden bedzie przyciagajacy
(wynika to z dwéch stynnych twierdzen teorii ukladéw dynamicznych:
Szarkowskiego i Fatou).

/ Chcac w pelni opisa¢ i wyttumaczyé¢ zachowanie badanego ciagu przy wzroscie

/ parametru k od k* do 4, musielibySmy uzyé¢ dosé zaawansowanej matematyki.
Mozemy jednak pokrétce stresci¢ jego zachowanie jako naprzemienne

, « / pojawianie si¢ chaosu (wéwczas wykresy dalekich wyrazéw ciagu nie wykazuja
zadnych widocznych wzorcéw) i cykli przyciagajacych (wtedy wykresy
\ ' dalekich wyrazéw ciagu beda oscylowaé¢ miedzy pewna liczba wartosci).
Dodajmy jeszcze, ze gdy k jest rowne 4, otrzymamy ciag w pewnym sensie
yhajbardziej” chaotyczny.

Dotarlismy zatem do konca naszej wedrowki z parametrem k. Z tej perspektywy
widac¢, ze odwzorowanie logistyczne jest doskonalym przykladem na to, ze chaos
nie musi pojawiaé si¢ tylko i wylacznie w bardzo zlozonych uktadach. Istotne
Swietng, i zarazem bardzo prosta jest to, aby byty one nieliniowe. Jak pisal bowiem o chaosie profesor Leon Ong
ilustracjg zachowafi chaotycanych Chua, wybitny autorytet m.in. w zakresie dynamiki nieliniowej: ,,Opoka tych
W otaczajacym nas Swiccie jest Sposob, o 4oy lokalnych i globalnych bifurkacji jest wszechobecna nieliniowosé, niegdy$

w jaki woda kapie z kranu w zaleznosci
od sily jej przeplywu. W sprzyjajacych  bezmy$lnie linearyzowana przez inzynierow i innych adeptéw nauk Scistych,

‘};ﬁ?ﬁ‘:ii‘;;hp‘:gif;;r‘ianz‘l’(":etsjosz:?;;na‘ ktérzy tym samym trwonili swg jedyna szans¢ zmierzenia si¢ z rzeczywistodcig”
ze stopniowym odkrecaniem Kranu, (podaje za ksiazka Granice chaosu. Fraktale). Niewatpliwie duzo w tych slowach
czyli ze zwigkszaniem natezenia racji. Chaos jest praktycznie wszechobecny w otaczajacym nas $wiecie. Modele
przeplywu wody. opisujace do$¢ wiernie takie zjawiska z zycia wziete to zazwyczaj uklady wielu

skomplikowanych réwnan nieliniowych. Ale pamigtajmy, ze czasami do ich opisu
wystarczy jedna, prosta funkcja nieliniowa, czego najlepszym przykladem jest
wlaénie odwzorowanie logistyczne.
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