Informatyczny kacik olimpijski (35): Cukierki

W tym kaciku sprébujemy rozwiagzaé zadanie z Olimpiady
Informatycznej Srodkowej Europy z roku 2004, ktére to
zawody odbyly sie w Rzeszowie. Tytul zadania to Sweets,
co mozna przettumaczy¢ na polskie Cukierksi.

Zgodnie z trescig zadania Ja§ ma n < 10 stojow

z cukierkami, zawierajacych kolejno mi,mo, ..., my, sztuk
tychze. Chlopiec chce zje$¢ co najmniej a, a co najwyzej b
cukierkéw, ale nie wie, ile doktadnie i ile ktérego rodzaju.
Naszym zadaniem jest obliczy¢, na ile sposobéw moze on
podja¢ decyzje, i podaé reszte z dzielenia wyniku przez 2004.

Najprostszym podejéciem jest zdecydowaé osobno, ile wzigé
cukierkéw z kazdego ze stojow, a nastepnie sprawdzi¢, czy
w sumie wzielo sie ich miedzy a a b sztuk. W ten sposéb
uzyskuje si¢ ztozono$é czasowa O(mims ... my,).

Takie rozwigzanie nas nie satysfakcjonuje, mozemy wiec
sprobowac je przyspieszy¢. Podstawowym pomystem jest
zastosowanie programowania dynamicznego. Niech ¢y [z]
oznacza liczbe sposobéw wziecia x cukierkow z pierwszych
k stojéw. Wiemy, ze t9[0] =11 to[z] =0dlaz >0.Dlak >0
mamy natomiast zaleznos¢ rekurencyjna
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Zauwazmy, ze wynikiem jest reszta z dzielenia liczby
Z?:a t,[i] przez 2004. Zakladajac, ze wszystkie
dziatania po drodze bedziemy wykonywaé¢ modulo 2004,
otrzymamy rozwigzanie o zlozonoéci czasowej do

Ob-(mi+me+...4+my)).

Mozemy to jeszcze poprawié, jesli zauwazymy, ze sumy
potrzebne do obliczenia tx[x] maja konkretna postaé¢. Chodzi
0 to, ze sumujemy kolejne pola tablicy tr—1[*]. W takim
razie mozemy zastosowaé tzw. sumy prefiksowe, tzn. po
obliczeniu tablicy tr—1[*] obliczyé¢ dodatkowo tablice sj_1[*]
okreslona nastepujaco:

Sk—1 [l’] = Z tkfl[i].

Aby to zrobié szybko, korzystamy ze wzoréw: sx_1[—1] =0
oraz
dla x > 0.

Uzywajac takiej tablicy pomocniczej, otrzymujemy wzor

sp—1]x] = sp—1[r — 1] + tp—1[z]

te[x] = sk—1]x] — Sk—1[z — min(mg, z) — 1],
ktéry pozwala na zmniejszenie ztozonosci czasowej do O(bn).

Wociaz nie jesteSmy zadowoleni — chcieliby$my lepiej
wykorzystac fakt, ze n jest bardzo mate. Po pierwsze,
zauwazmy, ze {a,a+1,...,b}={0,1,...,6}\{0,1,...,a—1},
a zatem wystarczy umie¢ oblicza¢ wynik, gdy chcemy
wybraé co najwyzej r cukierkéw, i dwukrotnie skorzystaé
z tej metody, dla r = b oraz r = a — 1. Przypusémy

w dalszych rozwazaniach, ze chcemy wybraé¢ z n stojow
tacznie co najwyzej r cukierkéw i dopuszczamy przy

tym wybieranie liczb cukierkéw przekraczajacych
ograniczenia (m;). Niech A; oznacza zbiér tych wyboréw
cukierkéw, ktére tamig ograniczenie m; na liczbe
cukierkéw wyciagnietych z i-tego stoja. Interesujaca nas
wartoscia jest liczba wyboréw, ktore nie naleza do zbioru
A1 UAU...UA,. Zgodnie z zasada wlaczen i wylaczen
jest to doktadnie:

n
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gdzie A jest zbiorem wszystkich wyboréw co najwyzej
r cukierkéw. Powyzsza suma zawiera 2" sktadnikow;
zastanéwmy sie teraz, jak je wszystkie powyznaczaé.

Wezmy najpierw zbiér A. Chcemy wybraé co najwyzej r
cukierkéw z n slojéw, nie uwzgledniajac ograniczen (m;).
Mozna zauwazy¢, ze jest to réwnowazne ustawieniu w rzedzie
n + r obiektéw, z ktérych n jest nierozréznialnymi Scianami,
a r — nierozréznialnymi kropkami. Majac takie konkretne
ustawienie, wybieramy tyle cukierkéw z pierwszego stoja, ile
jest kropek przed pierwszg $ciana, tyle z drugiego, ile kropek
miedzy pierwsza a druga Sciana, itd. Kropki za ostatnia,

n-ta Sciana symbolizujg cukierki, ktérych nie wybralismy

z zadnego stoja (jesli wybieramy mniej niz 7). Ustawienn Scian

i kropek jest ("ZT), wiec taka jest tez moc zbioru A.

Podobne rozumowanie mozna przeprowadzié¢ dla
pozostaltych przecigé zbioréw. Jesli chcemy obliczyé
|Ai; N A, N...N A, |, chodzi nam o wybory r cukierkéw
z n stojow, ktore tamia ograniczenia dla stojéw o numerach
1 <41 <2 <...<ir <n. Musimy wiec ze stoja i1 wziaé
co najmniej m;, + 1 cukierkéw, ze stoja i2 co najmniej
m;, + 1, itd. Pozostate cukierki wybieramy dowolnie, a wigc
jak wyzej dla A. W ten sposéb otrzymujemy wzor

k
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przy czym trzeba zauwazy¢, ze gdy Z?:1(mi_7’ +1)>r,
to zaréwno lewa, jak i prawa strona roéwnania sg zerami,
a zatem réwnosé zachodzi takze w takim patologicznym
przypadku.

Ostatecznie sprowadzilismy problem do obliczenia

2" symboli Newtona, z ktorych kazdy jest postaci (7;:), przy
czym m moze by¢ duze. Pozostaje pytanie, jak obliczaé takie
symbole, a konkretnie ich reszty z dzielenia przez 2004.

Mamy dwie mozliwosci. Mozemy wykonywaé operacje na
duzych liczbach (co wymaga w jezykach uzywanych na
zawodach wtasnej implementacji arytmetyki na takich
liczbach) i skorzystaé z zaleznosci

m\ _ m(m—1)(m-2)...(m—n+1)

n) n! '
Zauwazmy, ze w tym przypadku nie wystarczy pamietaé
reszty z dzielenia licznika i mianownika przez 2004 — nie sa
one wystarczajace do obliczenia reszty z dzielenia ilorazu
przez 2004. (Inaczej byloby, gdyby zawody odbywaly si¢
w roku 2003 — dlaczego?) Zakladajac, ze koszt czasowy
operacji na liczbach rzedu b jest staly, uzyskujemy
rozwigzanie o ztozonodci czasowej O(2"n?).

Nie chcac wykonywaé tak zmudnych prac jak implementacja
wtlasnej arytmetyki, mozemy zamiast tego spostrzec, ze

(-2 (005)

co ma ltatwe uzasadnienie kombinatoryczne: chcac wybraé

n obiektow sposréd 2k, musimy, dla pewnego ¢, wybraé

i 7z nich z pierwszej potowy, a n — ¢ z drugiej. Doktadajac do
tego znana tozsamosé (21@:—1) = (zf) + (anl), uzyskujemy
sposOb obliczania wszystkich wartosci (?)7 (T R (7::)
w czasie O(n?logm), przy czym operujemy tutaj na samych
resztach z dzielenia przez 2004, dzieki czemu nie potrzeba
wlasnej arytmetyki. Daje to ostatecznie rozwigzanie

o ztozonoéci czasowej O(2"n” logb).
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