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Zalézmy (bedziemy rozumowaé indukcyjnie, co tutaj jest bardzo naturalne),
ze (%) zachodzi dla pewnego k < d 4+ z. Mamy

P(D)) = P(D DY) - P(DY?) + P(D7 | 217) - P(2]7) =
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Stosujemy tutaj tzw. wzor na
prawdopodobienstwo catkowite: jesli
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zdlarze2nia, ze ktéres z nich na pewno P(Dk ) d+ z + P(Dk ) d+ z
zachodzi, to dla dowolnego zdarzenia A (%) d—1 d d P
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co pokazuje prawdziwo$é () dla dowolnego k.
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Zatem nawet gdy wejdziemy na egzamin jako ostatni, szansa jego zdania
bedzie réwna 3, bo P(Dig’lo) = 101—4?10' By¢ moze kldci sie to troszke z intuicja,
ale dowodzi, ze zadne chytre strategie nic tu nie pomoga — jaka czes¢ pytan
opanowalismy, taka mamy szanse zdania egzaminu.

Moze jednak strategie, jakie rozwazaliSmy, byly zbyt proste? Na przyktad,
student wchodzil na egzamin w deterministycznej chwili k, czyli w ogdle

nie wykorzystywal informacji — co prawda losowej, ale zawsze dodatkowej —
ktéra przekazywali mu zdajacy do chwili k£ koledzy. Tzn. nie bral pod uwage
informacji, ktére pytania profesor juz zuzyl. Okazuje sie jednak, ze nawet
stosujac jaka$ niby bardziej przebiegla strategie (np. student wchodzi tuz

po tym, gdy zostanie zadane ktéres ze zlych pytan), w ktérej wykorzystamy
wszelkie informacje, jakich dostarczyli nam zdajacy wczesniej koledzy, zawsze
uzyskamy prawdopodobienstwo zdania egzaminu réwne % Ale $cisly dowdd
tego faktu jest juz mniej elementarny. Niemniej zachecam Czytelnikéw

do sprawdzenia, czy tak jest w przypadku samodzielnie wymyslonych
konkretnych strategii, albo do préb wykazania tego ogélnego faktu w przypadku
mniejszych danych — na przyktad dwoch dobrych, dwoch zlych pytan i tacznie
trzech studentéw.

Funkcje odwrotne do siebie

No to sprobujmy calkiem fantazyjnie — moze
fr(x) == (x+1)/(x — 1)? Sprawdzamy:

Funkcja f1(z) := x zwraca (jak brzydko méwia
informatycy) to, co si¢ do niej wlozy. Funkcja

fa(x) := —x zwraca nie calkiem to samo, ale gdy r+1

ja wykonaé¢ dwukrotnie, znéw wracamy do tego, z+1 T —1 +1 2

z czego wyszlismy: fo(fa(z)) = fo(—2x) = . Takie J2(fz(x)) :f7($1> T o =5 =%
funkcje to tnwolucje. Sprobujmy znalezé jeszcze inne 71 1

inwolucje wsréd funkcji wymiernych, to jest postaci .. . - .
’ 1 funk kazala s lucja.
f(z) = V(z)/W(z), gdzie V i W s3 wielomianami. czyli1 ta funkcja okazata si¢ mwolucjq

Od razu przychodzi do glowy funkeja fi(z) i= 1/. Wyraznie widaé, ze poszukiwania inwolucji wéréd

I od razu widaé, ze to inwolucja. Zaraz potem
sprawdzamy fy(x) := —1/x. Faktycznie — to tez

inwolucja: . .
x

No, a dalej? Sprawdzamy f5(x) := 2/x — tez sie
zgadza! No to juz wiemy, ze kazda funkcja postaci
Jo(x) = a/x dla a # 0 jest inwolucja.

Mamy wigc juz nieskonczenie wiele inwolucji wérod
funkcji wymiernych. Ale czy odnalezliSmy juz wszystkie?

Nie trzeba specjalnej wyobrazni, by stwierdzi¢, ze nie —
przeciez inwolucja jest takze fg(x):=1— z.

5

funkcji wymiernych nalezaloby kontynuowaé. Nie sadze
jednak, ze mozna tatwo wpasé na to, jakie jeszcze
funkcje naleza do tej rodziny. Ja po prostu zapytalem
algebraikéw. Odpowiedz okazala si¢ zaskakujaca:

Wsréd funkeji wymiernych inwolucje to fi,) dla a # 0,

_rra dla a - 8 # —1 i tylko one.
B-x—1

Czytelnik Niedowiarek sprawdzi, ze dla dozwolonych

a i B faktycznie f4, 5)(f(a,8)(2)) = 2; Czytelnik
Ambitny poszuka dowodu, ze zadnej innej inwolucji
bedacej funkcja wymierna nie ma. Natomiast Czytelnik
Podchwytliwy zapyta: — A gdzie funkcja fo albo fg?

otz fo () =
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