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Rozwigzanie zadania M 1289.

Niech a = AB oraz b = BC'. Na bokach
BC i DA zbudujmy, po zewnetrznej
stronie prostokata, trojkaty réwnoboczne
BCX oraz DAY .

Woéwcezas wykorzystujac nieréwnosé
Ptolemeusza dla czworokatéow DYAP oraz
BXCQ, uzyskujemy

AP -b+ DP -
BQ-bv+CQ -
Stad otrzymujemy
AP+ DP + PQ+ BQ+CQ >
>YP+PQ+QX > XY =a+ bV3.

P

b>YP-b
b>QX -b.

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Ekonometrii, Uniwersytet Zielonogorski

Wiezienie Hilberta
Zofia MIECHOWICZ*

To jest kraj dla madrych ludzi

Jest gdzies w Swiecie abstrakeji taki kraj, w ktérym najwieksza zbrodnia, jaka cztowiek
moze popelnié, jest zbrodnia przeciwko rozumowi, a najbardziej rygorystycznie
przestrzeganymi prawami sg prawa logiki. Stuzby porzadkowe bardzo dbaja

o poprawno$¢ myslenia, wiec wszelkie osobniki, ktérych mysdli nie biegng prawidtowymi
torami, sa natychmiast umieszczane w zakltadach karnych. Oczywiscie, kazda zbrodnia
moze zosta¢ odkupiona, a najwazniejsza jest resocjalizacja. Naczelnicy i straznicy
wiezienni staraja sie, zeby jak najwieksza liczba wiezniow wrécita do swoich doméw,
jednak dopiero po wtloczeniu wystarczajacej ilosci rozumu do glowy. Jedyna szansa
na odzyskanie wolnosci dla tych nieszczesnikow jest wykazanie sig¢ btyskotliwoscia

i matematycznym sprytem. Szanse takie dostajg oni czesto, jednak tylko nielicznym
udaje sie sprosta¢ wysokim wymaganiom systemu. Pewnego razu rezydenci jednego

z zakladow staneli przed niezwykle ciekawym zadaniem.

Prosta droga do pewnosci

Pawel i Gawel, odsiadujacy kare za domowa awanture, dzielili ciasng cele w wiezieniu
przeznaczonym dla n oséb. Byl piekny, stoneczny poranek, kiedy wszyscy wiezniowie,
jak co dzien, spotkali si¢ na spacerniaku. Naczelnik zarzadzil zbiérke w szeregu

i odezwal sie¢ w te stowa.

— Stoicie przed ogromnga szansa. Mozecie juz dzi$§ wszyscy opusci¢ wigzienie. Wieczorem
kazdemu z was zostanie na czole odcisniety numer: liczba catkowita z zakresu od 0

do n — 1. Liczby te beda mogty powtarzaé sie. Opuscicie wiezienie, gdy co najmniej
jeden z was odgadnie, jaki numer ma odci$niety na czole. Mozecie ustali¢ wspdlng
strategie, ale jedynymi informacjami, z jakich mozecie korzystaé, sa liczby widoczne na
czotach wspétwieznidéw. Jezeli ktorykolwiek z was udzieli innemu nielegalnej informacji,
to szansa przepadnie. Odpowiedzi udziela¢ bedziecie réwnoczesnie, piszac liczbe na
kartce, wiec zadna strategia, ktéra wykorzystuje odpowiedzi innych, nie wchodzi w gre.
Nie zawiedzcie mnie. Jezeli wam sie nie uda, to wszyscy zostajecie tutaj.

Gdy tylko wiezniowie zyskali chwile dla siebie, rozpoczetly sie ozywione dyskusje. Ktos

bardziej obeznany z rachunkiem prawdopodobienstwa zauwazyl, ze jezeli beda stosowali
strategie losowa, to szansa kazdego z nich na odgadniecie wynosi %, wigc szansa na to, ze
nie trafi, to az ”T_l Prawdopodobienstwo tego, ze nie trafi zaden, wynosi ("T_l)n Udalo

im si¢ ustali¢, ze grajac losowo, wyjda na wolno$¢ z prawdopodobienstwem 1 — (%)n,
czyli co najmniej 1 — % Szansa duza, okoto 0,63. WieZniowie wiedzieli jednak, ze musi
tkwi¢ w tym co$ wiecej. W koncu stosowanie losowej strategii nie wymaga zbytniego
polotu. Z ciezkimi od myslenia glowami i przeswiadczeniem, ze istnieje strategia, ktora
da im pewnos¢ zwycigstwa, wrocili przed obiadem do swoich cel.

Pawel i Gawet nie lubili duzych liczb. Woleli, aby zadanie dotyczyto tylko ich dwdjki.
O ile prostsze byloby wtedy.

— Pomysl — powiedzial Pawel — gdyby chodzito tylko o nas dwdch, to liczby, jakie
moglibySmy mie¢ na czotach, to bytaby tylko jedynka i zero. Nie dos¢, ze w gre
wchodzityby tylko dwie liczby, to jeszcze mozliwe bylyby tylko dwie sytuacje. Albo
mielibySmy na czotach te same liczby, albo rézne.

— To prawda — przytaknal mu Gawel — moglibysmy wtedy wyjsé na wolnos¢ z cala
pewnoscia. Wystarczytoby, zebym ja przyjal, ze zachodzi ta pierwsza sytuacja

i obstawil taka sama liczbe, jak twoja, a ty powiedzialbys, ze masz na czole liczbe,
ktéra jest rézna od mojej. Ktorys$ z nas na pewno by trafit.

— Ale to tylko taki maly przypadek. My$lisz, ze daloby sie te strategie jako$ przeniesé
na wigkszg liczbe 0s6b?

Z iskierka nadziei podzielili si¢ swoimi przemysleniami z innymi podczas obiadu.
Dlugo panowala cisza, az wreszcie glos zabrat najstarszy, do$wiadczony juz wieloma
porazkami rezydent.

— To $wietny pomysl! Tylko musicie zauwazy¢, co tak naprawde zrobiliscie. Jezeli liczby
na waszych czolach byly takie same, to w sumie dawaly liczbe parzysta. Jezeli byty
rézne, to ich suma dawala reszte jeden z dzielenia przez 2. Kazdy z was obstawiat

po prostu inng reszte z dzielenia przez 2 sumy numeréw na czotach. Mozemy zrobié¢
doktadnie to samo dla dowolnego n.
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Rozwigzanie zadania M 1288.
Jedli wszystkie punkty sg jednakowego
koloru, to taka tréjka punktéw istnieje.

Zaltézmy zatem, ze istnieja punkty
dwéch koloréw np. czarne i biate. Wéréd
nich istnieja dwa tego samego koloru.
Oznaczmy je A_1, A1 i umie$émy

na takiej osi liczbowej, ze punkt

A_1 odpowiada liczbie —1, a punkt

A1 odpowiada liczbie 1. Punkt
odpowiadajacy liczbie calkowitej n
oznaczaé bedziemy A,,.

Mozemy przyjac, bez straty ogdlnosci,
ze punkty A_; i A; sa czarne. Jezeli
punkt Ag jest czarny, to mamy tréjke
punktéw spetniajacych warunki zadania.
Jezeli natomiast punkt Ag jest biaty,

to bierzemy pod uwage jeszcze punkty:
A_3, As. Jezeli jeden z punktéw

A_3, A3 jest czarny, to ten punkt wraz
z punktami A_; i A; tworzy tréjke
punktéw spelniajgca warunki zadania.
W przeciwnym razie kazdy z punktéw
A_3,Ap, As jest bialy i tworza one tréjke
punktéw spelniajgca warunki zadania.

— Jak to, to samo? — zachnat sie ktos — Przeciez jest nas tak duzo.

— Wystarczy, ze ustalimy teraz, ktéra reszte z dzielenia przez n kazdy z nas bedzie obstawiat.
Potem kazdy zsumuje liczby widoczne na czotach towarzyszy i sam dobierze taka, zeby
po dodaniu jej do uzyskanej sumy otrzymac liczbe, ktéra z dzielenia przez n daje reszte
mu przypisana. Dysponujemy liczbami z zakresu od 0 don — 1, wiec ta liczba jest okreslona
jednoznacznie. Zastanéwecie sie¢ chwile, w taki sposéb ktorys z nas trafi na pewno. Jest
nas dokladnie tyle, ile reszt, ktére trzeba obstawi¢. Mamy wiec pewnosé! Towarzysze,
jeszcze dzis wszyscy bedziemy wolni!

Kara dla recydywistow

Pawel i Gawel niedtugo cieszyli sie wolnoscia. Szybko okazalo sie, ze ta krotka wizyta
w zaktadzie karnym niczego ich nie nauczyta. Jako recydywisci trafili do wigzienia

o zaostrzonym rygorze, zwanego wiezieniem Hilberta. Miejsce to w dobie swojej swietnosci
byto luksusowym hotelem. Niestety, w wyniku kryzysu na swiatowych rynkach hotel
zbankrutowal i zostal przejety przez wtadze. Przerobiono go na zaktad karny, a jedynym
wspomnieniem po dawnych, dobrych czasach zostalo nazwisko wczeéniejszego wlasciciela
wymieniane w jego nazwie. Kluczowym dla decyzji o uczynieniu z tego miejsca wiezienia
byt fakt, ze budynek mégl pomiesci¢ nieskonczenie wiele oséb. Nawet jezeli wszystkie
cele byly juz zajete, zawsze znalazto sie miejsce dla nowego rezydenta. Wystarczylo, zeby
kazdego wieznia przeniesiono do celi o numerze o jeden wiekszym. W efekcie poczatkowa
cela zwalniata sig, a kazdy wiezien nadal mial swoja prycze. Znalazto si¢ tam miejsce
rowniez dla Pawta i Gawta. Nasi bohaterowie mieli jednak niezwykte szczescie. Juz

po kilku dniach pobytu staneli przed zadaniem, ktére do ztudzenia przypominalo to,
dzigki ktéremu ostatnio odzyskali wolnosé.

Ponownie kazdemu wigzniowi wypisany zostal na czole numer — tym razem mogta to by¢
dowolna liczba naturalna. I ponownie kazdy mial za zadanie odgadnaé liczbe, ktéra
zostata mu przypisana. Sposéb udzielania odpowiedzi byt taki sam jak poprzednio.
WieZniowie nie mogli stysze¢ odpowiedzi towarzyszy. Niestety, tym razem zadanie byto
o wiele trudniejsze, gdyz w zwiazku z nieskoniczong liczba mozliwych préb odgadnaé musiat
nie tylko jeden wiezien. Wszyscy mieli odzyska¢ wolnosé pod warunkiem, ze w zgadywaniu
pomyli sie co najwyzej skoniczona liczba wiezniéw.

Problem, mimo ze podobny do poprzedniego, w ktorym istniata niezawodna strategia, na
pierwszy rzut oka wygladal beznadziejnie. Zgadywanie losowe nie dawato zadnych szans
(pomijajac problem losowego wyboru liczby naturalnej)! Na szczescie, co nieskoriczenie
wiele gtéw, to nie jedna. Wytezony wspdlny wysitek zaczal powoli prowadzié¢ wiezniow
ku wolnosci. Najpierw udalo im sie zauwazy¢, ze gdyby ustawili sie w pewnym porzadku,
na przyktad zgodnym z numerami cel, ktére zajmuja, to liczby wypisane na czotach
utworza nieskoniczony ciag o wyrazach naturalnych. Jezeli przyjrzymy sie dowolnym
dwém takim ciggom, to mozemy okresli¢, na ilu pozycjach sie one réznia. Czasami jest
to skoniczona liczba pozycji, a czasami réznic jest nieskonczenie wiele.

Kierujac sie zupelnie naturalng w tym przypadku intuicja, postanowili podzieli¢ wszystkie
ciggi liczb naturalnych ze wzgledu na to kryterium. Znalezli w swoich celach nieskonczenie
wiele workow i do kazdego z nich wrzucali wszystkie ciagi, ktore réznig sie tylko na
skonczonej liczbie pozycji. Szybko zauwazyli, ze takie rozmieszczenie jest bardzo porzadne.
Jezeli w pewnym worku znalazty sie jakie$ ciagi, to nowy ciag, ktéry rézni sie od
jednego z nich tylko na skonczonej liczbie pozycji, zachowuje sie¢ doktadnie tak samo

w stosunku do pozostalych, wiec mozna go do nich dorzucié. Brali wiec kolejne ciagi

i wrzucali do odpowiednich workéw badz do worka pustego, jezeli nie istnial jeszcze
taki z pasujacymi ciggami. Po zakonczeniu tej operacji kazdy ciagg mial swoj worek.

Co wiecej, kazdy znalazt sie w doktadnie jednym worku. I z tego miejsca droga na wolnosé
okazata sie juz nadzwyczaj prosta. Przeciez cigg numerow, ktore mieli na czotach, réwniez
znajdowal si¢ w ktéryms worku. W dodatku, kazdy z wigzniéw, nie widzac jedynie swojego
numeru, mogt jednoznacznie okresli¢, ktéry to worek! A przeciez ich zadanie polegato na
wyciagnieciu wspdlnie jednego z ciggdéw z tego wlasnie worka. W koricu ich odpowiedz to
po prostu pewien ciag — taki, ktéry rézni sie od wyrysowanego na ich czotach tylko na
skonczonej liczbie pozycji.

Pozostato ustali¢, w jaki sposéb wspélnie (nie styszac odpowiedzi wspotwigzniéw) moga
trafi¢ w jeden z ciagdw z tego worka. Alez nic prostszego! Wystarczy, ze wczesniej dla
kazdego worka wybiorg reprezentanta, a potem, jak juz ustala, w ktérym worku znajduje sie
ciag z ich twarzy, beda obstawiaé kolejne wyrazy odpowiedniego reprezentanta. W taki
spos6b wybiora ciag, ktéry od rzeczywistego rézni sie na skonczonej liczbie pozycji,
wiec tylko skonczona liczba z nich nie trafi. Jednak moga wyjsé na wolnosé! I to z cala
pewnoscia! A ile czasu zajmie im wrzucanie wszystkich ciagéw na $wiecie do workow,
to juz zupetnie inna historia. . .
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