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Mota delld

Sciany, krawedzie, wierzchotki

— A ¢67 to za obrazki? Projektujesz witraze? — zlosliwos¢ starszych braci nie ma
granic, jesli chodzi o rozpoczecie rozmowy z siostra.

— Skadze, zajmuje sie¢ matematyka. — odpowiedziala powaznie Asia,

nie podnoszac oczu znad kartki, ktéra wygladata mniej wiecej tak, jak na
rysunku 1. Zgadla: zamiast Smia¢ sie z jej obrazkow Maciek usiadl obok i zaczal
wpatrywac sie w kartke.

— To juz nie badz taka tajemnicza i powiedz, o co chodzi. ..

— Zobacz, jesli na ktoryms z tych rysunkow policzysz liczbe wielokatéw,
odejmiesz liczbe odcinkéw i dodasz liczbe punktéow, to dostaniesz 1! Czy to
nie jest ciekawe?

Maciek powiedzial tylko, ze pewnie zaraz znajda obrazek, dla ktoérego to juz
nie bedzie prawda. I stworzyli wspélnie jeszcze kilka ,projektéw witrazy”,

ale wzor caly czas uparcie byl prawdziwy. Réwniez wtedy, gdy przestali dbac

o wypukloéé¢ wielokatéw, a nawet kiedy w szybko tworzonych rysunkach odcinki
zaczely byé troche krzywe (rys. 2).

— Tylko pamigtaj, zeby nie przecinaé¢ odcinkéw w nieoznaczonych punktach, bo
wtedy nie dziala, juz sprawdzitam. — Asia szybko zniszczyla bratu pomyst na
rysunek, dla ktérego wzér daje bledny wynik.

— Moze jednak co§ w tym jest... — mruknal po chwili rysowania zamyslony
Maciek, a siostra-matematyk z wielka powaga oznajmita:

— Musimy to udowodnié!
— To jak sie za to zabierzesz? Przykladowe obrazki to chyba troche za malo, nie?

— Pewnie, ale mogliby$my najpierw zbada¢ obrazki o prostym ksztalcie,

na przyktad wielokaty, i sprawdzié¢ dla nich wzér. A przeciez kazdy obrazek
na pewno mozemy otrzymac, zaczynajac z jakiego$ wielokata i dodajac nowe
punkty i krawedzie, wiec wystarczy zobaczy¢, ile nowych obszaréw (niektére
z tych na rysunku 2 trudno nazwaé wielokatami) tworzy sie przy takim
rozszerzaniu rysunku. ..

— Jeste$ pewna, ze to takie oczywiste? Chyba trzeba by sprawdzi¢ mnostwo
przypadkéw. .. A co powiesz na taka zmiane: wezmiemy dowolny obrazek

i popatrzymy, czy skasowanie jednego punktu i wychodzacych z niego krawedzi
zmienia twoj wzor. ..

— Swietnie! — przerwala Mackowi siostra — W ten spos6b wyrzucajac kolejne
punkty, doprowadzimy poczatkowy obrazek do jakiego$ prostego i wystarczy
sprawdzi¢, czy dla tego prostego obrazka wzor bedzie dziatal.

— To zobaczmy, co sie¢ dzieje, gdy wyrzucamy punkt, z ktorego wychodzi

k krawedzi. Najlepiej, dopoki mozemy, wyrzucajmy punkty wewnetrzne, czyli
te, ktére nie leza na brzegu obrazka. Wyrzucenie ich chyba wiecej upraszcza. .. —
zeby pomoc sobie w obliczeniach, Maciek narysowal przyktad, ktory widzimy na
rysunku 3.
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— Policzmy: wyrzucamy jeden punkt, k krawedzi, a jak wyrzucimy te
krawedzie, to znika tez k obszaréw... Ale za to dostajemy jeden duzy obszar
w miejsce tych wyrzuconych. Czyli lewa strona wzoru zmieni sie o —1 punkt
+k krawedzi —k + 1 obszaréw, czyli. .. nie zmieni si¢ wcale! Je$li wzér jest
prawdziwy dla obrazka z wyrzuconym punktem, to jest tez prawdziwy

dla poczatkowego.

Rodzenstwo przeoczylo co prawda pewien szczegolny przypadek: moze sie zdarzyé
tak, ze brzeg pewnego obszaru przechodzi kilka razy przez wyrzucany punkt (jak
kolorowa lamana na rysunku 4). Ale poza tym ich pomyst jest dobry, a moze
Czytelnik zechce uzupelnic szczegoly dowodu.

Maciek przesledzil obliczenie siostry i dotozyl koncowy krok:

— A jak juz wyrzucimy wszystkie punkty wewnetrzne, to zostanie nam tylko
ciag krawedzi ograniczajacy jeden obszar. Sprawdzamy dla niego nasz wzér:
jeden obszar minus ile$ krawedzi plus tyle samo wierzchotkéw co krawedzi, czyli
wyszlo 1. Niesamowite, ten wzér naprawde dziala. . .

Troche pézniej Maciek przypomnial sobie, ze juz widzial podobny wzér. Jesli
wezmiemy dowolny wieloScian wypukty, dodamy liczbe jego $cian i liczbe
wierzcholtkéw, a potem odejmiemy liczbe krawedzi, to dostaniemy w wyniku 2
— to jest przeciez wzor Eulera! Opowiedzial o tym siostrze, konczac stowami:

— Tylko tam na pewno bylo 2, a nie 1, jak dla naszych obrazkdéw. Moze cos
jednak jest Zle. ..

Asia my$lala nad tym do wieczora, a w koficu oznajmila bratu:

— Przeciez to oczywiste! Kazdy wypukly wieloScian mozna przerobi¢ na nasz
obrazek, stawiajac go na kartce, wyrzucajac Sciane, na ktoérej stoi, i wciskajac
wszystkie punkty i wierzchotki na kartke w miejsce wyrzuconej $ciany.

Zrozumienie tego pomystu i jego wplywu na badany przez nich wzoér zajeto
Mackowi chwile, ale szybko uznal, ze siostra ma naprawde niezta wyobraznie.

Malq Delte przygotowata Maria DONTEN-BURY
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Redaguje Ewa CZUCHRY

F 771. Mamy obwdd skladajacy sie ze zrodta napigcia oraz czterech
kondensatoréow: trzech o jednakowej pojemnoéci oraz czwartego o pojemnosci
dwa razy wiekszej niz pozostale (rys. 1). Znalez¢ réznice potencjaléw miedzy
punktami A i B, przyjmujac, ze £ =12 V.

Rozwiazanie na str. 2

F 772. Kondensatory o pojemnosci C; = 5 uF oraz Cy = 10 uF polaczone sa
w uklad pokazany na rysunku 2. Do punktéw A i B podlaczone jest napiecie
U =16 V. Znalez¢é réznice potencjatéw miedzy punktami D i F.

Rozwiazanie na str. 2

Redaguje Waldemar POMPE

M 1288. Kazdy punkt prostej pomalowano jednym z dwéch koloréw. Wykazad,
ze istnieja trzy rézne punkty jednego koloru, z ktérych jeden jest srodkiem
odcinka o koncach w dwéch pozostatych punktach.

Rozwiazanie na str. 7

M 1289. Punkty P i @ leza wewnatrz prostokata ABC'D o bokach a > b
(rys. 3). Wykazaé, ze

AP+ DP+PQ+ BQ+CQ > a+bV3.
Rozwiazanie na str. 6
M 1290. Wyznaczy¢ wszystkie pary (p, q) liczb pierwszych spelniajace réwnanie
2 2
p° —2q¢° =1.

Rozwiazanie na str. 24

5



