Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 XI 2010

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
494 (WT = 2,05) i 495 (WT = 2,58)
z numeru 3/2010

Michal Kozlik Gliwice 40,72
Marian Lupiezowiec  Gliwice 36,55
Jacek Piotrowski Rzeszow 31,84
Tomasz Rudny Warszawa 31,68
Jerzy Witkowski Radlin 30,54
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 29,57
Andrzej Idzik Bolestawiec 17,94

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspolczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html

Zadania z fizyki nr 502, 503
Redaguje Jerzy B. BROJAN

502. Stozkowe naczynie ma niewielki otwor w wierzchotku stozka i taki sam
otwér w jego podstawie. Jesli po nalaniu do pelna wody czas opréznienia
naczynia w pozycji wierzchotkiem do dotu jest rowny ¢, to ile wynosi to — czas
opréznienia w pozycji wierzcholtkiem do gory?

503. Rurka U-ksztaltna ma pole przekroju poprzecznego S; = 5 cm?, a jedno

z jej ramion (o wysokosci [ = 20 c¢m) jest zamknigte, z otworkiem o powierzchni

Sy = 3 mm?. Rurke napeliono woda do poziomu zamkniecia (rys. 1), nastepnie

wprowadzono przez otworek powietrze, tak ze poziom w otwartym ramieniu

podnidst si¢ 0 A =5 cm, po czym pozwolono wodzie opasc.

a) Na jaka wysoko$é H wytrysnela woda przez otworek? Pominaé $cisliwosé
i lepkoé¢ wody, a takze gesto$c i lepko$é powietrza.

b) Orientacyjnie oszacowaé¢ wplyw czynnikéw pominietych w punkcie a) na
wynik. Wsp6lezynnik $cisliwoéci wody jest réwny 5- 10719 Pa™!, lepkosé
wody wynosi 0,001 kg/m - s, lepkos$é powietrza — 1,8 - 1075 kg/(m - s).

Wspélezynnikiem $cigliwodei nazywamy warto$é wyrazenia —AV/V Ap,

a lepkoscia — wspotczynnik 1 we wzorze

AF  Av
AS Az

gdzie AF jest sila styczna dzialajaca na jednostke powierzchni AS cieczy, gdy

wzdluz osi prostopadlej do tej powierzchni predkosé cieczy zmienia sie o Av na

odcinku Az.

Rozwigzania zadan z numeru 5/2010

Przypominamy tres¢ zadan:

498. Trzy cienkie, poczatkowo nienaladowane, przewodzace sfery o promieniach rq, ro i r3

(r1 < r2 < r3) sa wspélérodkowe, przy czym wewnetrzna i zewnetrzna sg polaczone przewodem
przechodzacym przez otworek w $§rodkowej sferze. Jakie ladunki wystapia na tych dwdéch sferach, jesli
na srodkowg wprowadzimy tadunek Q7

499. Zestaw 9 niewazkich sprezynek o stalej sprezystosci k i dtugosci swobodnej zero (tzn.
przyjmujacych dlugosé | pod wplywem sity F' = kl) jest rozpiety na trzech punktach lezacych na
tej samej wysokosci i tworzgcych tréjkat réwnoboczny o boku a (rys. 2). O ile obnizy sie Srodkowy

Rys. 2 punkt zestawu po jego obciazeniu ciezarem P?

498. Oznaczmy tadunek wewnetrznej sfery przez g 499. W przypadku zerowej dtugosci swobodnej sprezynek

(oczywiscie tadunek zewnetrznej musi by¢ réwny —q). rownania wiazace wektory ich dlugosci z sitami naprezenia

Poniewaz natezenie pola wytworzonego przez dang sfere .

. C . . F; = kAT;

jest wewnatrz niej réwne zeru, a na zewnatrz jest takie,

jak pole tadunku punktowego, wigc w obszarze migdzy rozpadaja si¢ na niezalezne uktady réwnan dla sktadowych

r1 ary ,rzadzi” tadunek g, a réznica potencjatéw (pomijajac poziomych i pionowych. Zatem obciazenie nie przesuwa

stala 1/4meo) jest réwna q(1/r1 —1/r2). W obszarze zadnego z weztéw w plaszczyznie poziomej, a z drugiej

miedzy 72 a r3 analogiczng rol¢ pelni suma tadunkéw ¢ i Q, strony przesuniecia wezléw w pionie mozna rozpatrywaé tak,

a réznica potencjaléw wynosi (¢ + Q)(1/r2 — 1/rs). Skoro jakby trzy punkty zawieszenia zestawu si¢ pokryly (a = 0).

zewngtrzna i wewngtrzna sfera sg ze sobg zwarte, to suma Ciezar P wisi na trzech sprezynkach, ktérych rzut na o$

tych wyrazeni musi by¢ rowna zeru. Stad pionowa jest réwny P/3k, a te z kolei na szesciu, dla ktérych
~ ari(rs — T3) ten rzut wynosi P/6k. Lacznie szukane obnizenie jest wiec

q:

ro(rs —ry)’ réwne P/2k.
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Zadania z matematyki nr 605, 606
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Klub 44

605. Rozwiazaé¢ réwnanie 22 + 22 = 16 + 2¥ w liczbach catkowitych z, .

' 606. Dany jest trojkat ABC. Rozwazamy punkt D, zmieniajacy swoje polozenie
—_— na boku AB. Prosta styczna do okregdéw wpisanych w trojkaty ACD i BCD,
[ ) roztaczna z odcinkiem AB, przecina odcinek C'D w punkcie X. Udowodnié, ze
wszystkie uzyskane w ten sposéb punkty X leza na pewnym okregu.
Zadanie 606 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.
Termin nadsytania rozwigzan: 30 XI 2010
Rozwigzania zadan z numeru 5/2010

Przypominamy tresé zadan:

601. Znalezé wszystkie pary (n,p) dodatnich liczb catkowitych, w ktérych p jest liczbg pierwsza,
spelniajgce réwnanie n® = p® 4+ p? + n?.

602. Liczby dodatnie a, b, ¢ sa zwiazane zaleznoscig bc + ca + ab = 1. Dowied¢é, ze

av/'be bvca cvab < 1
V1 + a? + Vbe V1+b°+ Vea \/1+(:2+\/ab\ at+b+c

601. Zadane réwnanie
8

n® —n? = p® + p?

moze by¢ spelnione tylko przez liczby p > n > 1. Z postaci iloczynowej
n?(n® = 1)(n® + 1) = p*(»° + 1)

widaé, ze p? (kwadrat liczby pierwszej wigkszej od 2) musi dzieli¢ ktérys

z czynnikow lewej strony; zatem

p? <n®+1.
Dostajemy oszacowanie
20,3
2/ 3 P +1) 3 3 3/2 | 1.
n(n —1)—ng +1<(n +1) +1,
wszelako dla n > 3 zachodzi nieréwnosé przeciwna:
n?(n®—1) n'/2(1 —n=3)

(n®+1)32 + 1 - (1+n3)3/2 4 n-9/2 >
31/2(1-379)
T (14+373)3/2 4 3-9/2
Pozostaje wartosé n = 2, ktéra wraz z p = 3 daje jedyne rozwiazanie réwnania.

> 1.

602. Oznaczmy trzy sktadniki wyrazenia po lewej stronie kolejno przez A, B, C
oraz przyjmijmy a + b+ ¢ = S. Nalezy wykazaé, ze S- (A+ B+ C) < 1.
7 danej w zalozeniu zalezno$ci wynika, ze

S-a=a*+ab+ac=a’>+1-bec,
i wobec tego
B a’>+1—be
V@ 1+ Ve
= \/m — be.

Analogicznie wyrazaja sie illoczyny S - B, S - C. Dodajemy te trzy

S-A Vbe = (Va? +1 — Vbe ) Vbe =

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
593 (WT =1,71) i 594 (WT = 1,71)
z numeru 1/2010

Adam Woryna Ruda SI. 47,14
Tomasz Wietecha Tarnéw 46,66
Marek Prauza Poraj 43,76

Franciszek S. Sikorski Warszawa 42,35

Piotr Kumor Olsztyn 36,74

Dwaj panowie na W: Adam Woryna
wlasnie wszedl do grona Weteranéw; zas
Weteran Wielokrotny Tomasz Wietecha
wykonat juz osiem rund!

rownosci 1 szacujemy uzyskane wyrazenie, korzystajac z nieréwnosci
Cauchy’ego—Schwarza:

S-(A+B+C)=V(a®+1)bc+ V(b* + 1)ca+ V(c® + 1)ab— 1 <
<V3- V(@@ +1)be+ (b7 + 1)ca+ (& + 1)ab—1 =
=3 VabeS+1—1.

Wystarczy teraz dowies¢, ze ta ostatnia liczba nie przekracza 1. Jest to
rownowazne nieréwnosci 3abeS < 1, ktéra uzasadniamy, na przyklad, tak:

1 = (be + ca + ab)? = (bc)? + (ca)? + (ab)? + 2abcS >
> bc-ca+ ca-ab+ ab-bec+ 2abeS = 3abcS.
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